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ВВЕДЕНИЕ 
 
 Как писал акад. А.М. Колмогоров [1], теория дифференциальных уравнений с 

частными производными еще в конце XIX в. Получает существенно новый вид 

благодаря сосредоточению осносного внимания на краевых задачах и отказу от 

ограничения аналитическими краевыми условиями. Аналитическая теория, восходящая 

к Коши, Вейерштрассу и русскому математику С.В. Ковалевской, не теряет при этом 

своего значения, но отступает несколько на задний план, так как обнаруживается, что 

при решении краевых задач она не гарантирует �корректности�, т.е. возможности 

плиближенно найти решение, зная граничные условия тоже лишь плиближенно, в то 

время как без этой возможности теоретическое решение не имеет практической 

ценности. Картина более сложна, чем представлялась с точки зрения аналитической 

теории. Краевые задачи, которые можно �корректно� ставить для разных типов 

дифференциальных уравнений, оказываются различными. 

 В 50-х года было установлено, что классы единствнности решения задачи Коши 

для линейных дифференциальных уравнений (и систем) с постоянными 

коэффициентами и классы корректной разрешимости такой задачи определяются 

совершенно различными характеристиками уравнения: за условие единственности 

решения �отвечает� только порядок уравнения [3], а классы корректной разрешимости 

задачи зависят от алгебраических свойств соответствующего дифференциального 

выражения [2]. Отказвается, что для ряда других задач ситуация иная: единствнности 

решения задачи в классе ограниченных (гладких) функций влечет ее корректную 

разрешимость в этом классе � такие задачи мы называем регулярными (см. [28]). 

 Наиболее надежным путеводителем в выборе для каждого типа уранений 

надлежащих краевых задач становится непосредсвенное обращение к соответствющим 

физическим представлениям (о распространении волн, течении тепла, диффузии, и 

т.д.). Связанное с этим превращение теории дифференциальных уранений с частными 

производными, главным образом, в теорию уравнений математической физики, имея 

большое положительное значение в смысле накопления огроного конкретного 

материала, в то же время служит и признаком неднстаточного развития общей теории 

краевых задач, которая позволила бы систематически изучать все теоретически 

возможные �корректные� краевые задачи � существенный прогресс в этом направлении 
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наметился лишь в последние десятилетия в работах И.Г. Петровского, И.М. Гельфанда, 

Г.Е. Шилова, А.А. Дезина, L. Hormander, J. Persson, С.Г. Гиндикина, Л.Р. Волевича, 

Б.П. Панеяха, Я.И. Житомирского, Л.А. Павлова, Б.И. Пташника, В.М. Борок и ее 

учеников, и др. ([2] � [23]). 

 В 1938 г. в известной работе И.Г. Петровского [2] было найдено необходимое и 

достаточное условие (условие A) корректной разрешимости задачи Коши для 

линейного дифференциального уравнения в частных проиводных с постоянными 

коэффициентами (и для систем таких уравнений) в классе ограниченных функций, 

имеющих конечное число ограниченных производных. Так, в случае задачи Коши в 

полосе ],0[ Y×=Π R  для уравнения 

( ) ( ) ( ) ( ) (1)                                                                                 Π∈∂∂=
∂

∂ yxyxuxP
y

yxu ,,,/,  

с начальными условиями ( ) ( ).0, 0 xuxu =   Это условие такого: ( ) .Resup ∞<
∈

σ
σ

iP
R

 

 В 1953 г. И.М. Гельфанда и Г.Е. Шилова [3] нашли классы единственности 

решения задачи Коши линейных систем уравнений в частных проиводных; в частности, 

для вышеуказанной задачи Коши этот класс составляют функции, удовлетворяющие 

оценке 

( ) ( ) ( ).deg,
1

,,},exp{, 1 σαα iPp
p

pyxxCCyxu =
−

=Π∈≤                

Таким образом, выяснилосьь, что классы единственности решения задачи Коши 

определяются порядком полинома ( ),σiP  а корректная разрешимость задачи зависит от 

алгебраической структуры этого полинома. 

 Вопросы корректно разрешимости краевой задачи в полосе (а также в слое 

[,0]],,0[ ∞+=∈×=Π +R    R yYn ) в различных классах для уравнения (1), где в (1), 

( )−σiP произвольный полином с постоянными (комплексными) коэффициентами 

( ,R∈σ  а также в случае слое, nR∈σ ), изучались в работах многих авторов (см. [14], 

[33] � [39]). При этом в уравнению (1) присоединялись краевые условия разных видов. 

В [21] найдены классы единственности решения уравнения (1) при условии 

( ) ( ) ( ) ( )., 00
xuydyxuiDB

Y

x =−∫ µ  

В [22] исследовали уравнение (1) при условии 

( ) ( ) ( ) .0,,,, 0 ≠∈=+ ABxxubxBuaxAu n    R     
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В [23] установили критерий корректной разрешимости в полосе уравнения (1) при 

условии 

( ) ( ) ( ) .,}exp{, 00

nY

x xxudyyyxuiDB R    ∈=−−∫ α  

 В ностоящей работе исследуется уравнение (1) при краевом условии 

( ) ( ) ( ) ( )                                               R    )   (xxudyyxuCYxuBxuA
Y

2,,,,0, 00
∈=++ ∫  

 

.,, C∈CBA  В уравнении (1), ( )−sP есть произвольный полином с постоянными 

(комплексными) коэффициентами. При этом, мы будем считать задачу (1) � (2) 

нелокальной, то есть отличной от задачи Коши. Внимание к таким задачам в 

математической литературе последнего времени обусловлено, с одной стороны, тем, 

что подобные задачи возникают при исследовании прикладных вопросов, с другой � 

установленным фактом о том, что для многих уравнений в частных производных в ряде 

областей корректные задачи возможны лишь при нелокальных граничных условиях 

(см. [37] � [40]).  

Обозначения 
{ } ;0: >≥∈= aa σσ RR  

{ } ;0: ≥±∈=± σσ aRR a  

( ) ( ){ } ;0: 00 δσσσσδ <−±<∈=± RU  

;BA −=α  

( );Re1 BAC +=β  

( );Im2 BAC +=β  

( ),/2 22
2 BA −−= βγ          (при 0≠α ); 

( ) ( );Re1 σσ iPP ≡  

( ) ( );Im2 σσ iPP ≡  

( ) ( );3 σσ iAPCP −≡  

( ) ( );4 σσ iBPCP +≡  

( ) ;2
4

2
35 PPP −≡σ  

( ) ( ) ( ) ) (jPP j
q

j
j 3,5...,,2,1,~

0                                                           =−≡ σσσσ  
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Где −∈ R0σ  произвольно, а числа { }00 UNN =∈jq  и полиномы ( ) 5,...,2,1,~     =jPj σ  

определяемые тождеством (3) зависят от ,0σ  причем ( )σjP~  не есть нулевый полином; 

( ) ( ){ } ( ) CR          R →=∈= :(0:][ σσσσ hhhΝ  заданная функция); 

( ) .5...,,2,1],[         == jPNN jj σ  

 Запись ( ) ( ) ) (ff +∞→<+∞→> σσσσ         ,0,0  означает выполнение 

неравенства ( ) 0>σf  (соответственно ( ) )0<σf  на множестве 
0σR  при каком-либо 

.00 >σ  Запись ( ) ( ) ) (ff ±∞→<±∞→> σσσσ         ,0,0  означает выполнение 

соответствующего неравенства хотя бы на одном из множеств +
0

Rσ  или −
0

Rσ  при каком-

либо .00 >σ  

( ) ( ) ( )( ) ;supmax:
0 






 ∞<=∈=

≤≤
σϕϕσϕ j

qjq
q

q CH
R

R  

( ) { } { } )  (z
z
YzCYzBAzhY 4,,1expexp                                          C    ∈−++=  

( )−zhY целая функция; 

( ) ( )( ).σσ iPhYY =∆  

 Функция ( )zarg  при C∈+=≠ τσ iz0 определяется формулой: 

( )
( )
( )

( ) ( )[ ]







≠−+
=−
=

=
.0,2/1/arctan

,0,2/1
,0,2/

arg
σττπσστ

τσπ
στπ

    
     

            

signsign
sign

sign
z  

 

( ) { :0,,, >= YPCBAτ  задача (1) � (2) корректна}. 

 Настоящая работа разделяется на три главы: 

 

Глава I. Корректные задази. 
Эта глава состоит из следующих трех параграфов: 

 § I. Критерий корректности. Регулярность. 

Здесь дано опеделение корректой задачи и критерий корректной разрешимости, а также 

опеделение и критерий регулярности задачи (1)-(2). Под корректностью мы будем 
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понимать корректность по Петровскому (см. [2]). Имеют место следующие 

определения:  

 Определение 1. Задача (1)-(2) называется корректной, если для любого 0N∈m  

найдется 0N∈n  такое, что для любой функции ( ) nHxu ∈0  задача (1)-(2) имеет 

единственное решение ( ) ]),,0[(, YyHyxu m ∈∈     причем  

( ) ( ) .0,, 0
],0[

sup >≤ CxuCyxu
nm

Y

     

 Определение 2. Задача (1)-(2) называется регулярной, если из того, что всякое 

ограниченное (в Π ) решение уравнения (1), удовлетворяющее условию 

( ) ( ) ( ) ( )∫ Π∈=++
Y

yxdyyxuCYxBuxAu
0

,,0,,0,                                            (2од) 

Тождественно равно нулю, следует ее корректность. 

 Основными результатами этого параграфа являются следующие теоремы: 

 Теорема 1.1.1 (критерий корректной разрешимости задачи (1)-(2)). Задача (1)-(2) 

при условии 0>+ CAB  корректна тогда и только тогда, когда ( )[ ] .φσ =∆YN  

 Замечание. Данный критерий корректности обобщает критерии корректности, 

полученные ранее для частных случаев задачи (1)-(2): 

−≠= 0,0 ABC   см. [22]; −==≠ 0,0 BAC     см. [23]. С учетом этого факта нам 

достаточно огранчиться доказательством теоремы для случая ( ) .0≠+ BAC  

Теорема 1.1.2 (критерий регулярности задачи (1)-(2)). Для того, чтобы задачи (1)-(2) 

была регулярной, необходимо и достаточно, чтобы .0>+ CAB  В случае задачи Коши 

)0( ==CAB  условие ( ) )(0 R   ∈∀≠∆ σσY  всегда выпольнено, и гарантирует лишь 

единственность решения задачи (1)-(2), а ее корректность зависит от выполнения 

условия (A) И.Г. Петровсого, являющегося критерием корректности задачи Коши. Это 

условие (A) такого 

( ) ( ) )(.IminfResup AiPBiPA                                                 
RR

+∞<− σσ  

 § 2. Коэффициентные условия корректности для уравнений теплопро-

водности и Шродингера. 

 Здесь найдены критерии корректности задачи (1)-(2) для следующих трех 

специальных уравнений: уравнение теплопроводности, обратное уравнение 

теплопроводности, и уравнение Шродингера. При этом критерии получены в виде 
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легко проверяемых условий на параметры ,,, CBA    и ,Y  входящие в краевое условие 

(2). 

 Мы будем использовать следующие обозначения: 

( ) ( ) )'1(,,
2

2

                                                               , 
x

yxu
y

yxu
∂

∂=
∂

∂  

( ) ( ) )''1(,,
2

2

                                                               , 
x

yxu
y

yxu
∂

∂−=
∂

∂  

( ) ( ) )'''1(,,
2

2

                                                               . 
x

yxui
y

yxu
∂

∂=
∂

∂  

 В качестве образца результатов этого параграфа приведем следующую теорему. 

 Теорема 1.2.1.4 (критерий корректности задачи (1)-(2) для уравнения 

теплопроводности в случае когда ( ) ).0ImIm,0 ==≠+ CBCABAABC      

Пусть ( ) .0ImIm,0 =−≠+ CBCABAABC    Тогда 

1. Если ,0,0 >> CBCA    то задачи (1�)-(2) корректно разрешима при любом 

.0>Y  

2. Если ,01,0,0 <<−<>
B
ACACB      то задачи (1�)-(2) некорректна, каково 

бы ни было .0>Y  

3. Если ,1,0,0 −<<>
B
ACACB      то задачи (1�)-(2) корректно разрешима 

тогда и только тогда, когда .0 C
BAYY +−=<  

4. Если ,0,0 << CBCA    то задачи (1�)-(2) корректно разрешима тогда и 

только тогда, когда .ln1inf 2

2

[/,0]

'
0













−
+

−=<
− xCBC

xCAC
x

YY
AC

 

5. Если ,01,0,0 <<−<>
B
ACBCA      то задачи (1�)-(2) корректно разрешима 

тогда и только тогда, когда .0 C
BAYY +−=>  

6. Если ,1,0,0 −<<>
B
ACBCA      то задачи (1�)-(2) корректно разрешима 

при любом .0>Y  

§ 3. Задача (1) � (2) как �возмущение� двухточечной задачи. 
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 В этом параграфе задача (1) � (2)  при 0=C  рассматривается как 

предельная для задачи (1) � (2) с .0≠C  Мы считаем, что пааметры ,,, YBA   и 

полином ( )σiP  фиксированы и выясняем, можно ли, возмущая предельную 

задачу, получать корректную задачу с интегралом в краевом условии. Мы будем 

различать два случая: 

 - случай, когда предельная задача корректно разрешима; 

 - случай, когда предельная задача некорректна. 

 Здесь нам будет удобно обозначать условие (2) как ( 02 )  (при ).0=C  

Условие ( 02 ) имеет вид ( ) ( ) ( ),,0, 0 xuYxuBxuA =+  т.е. двухточечная задача. 

Вместо ( ),σY∆  будем писать ( ).;Cσ∆  Основные результаты этого параграфа: 

 Теорема 1.3.1.1. Пусть задача (1) � ( 02 ) некорректна. Для того, чтобы при 

любом 0>ε  существовало ε<<∈ CC 0,   C  такое, что �возмущенная� задача 

(1) � ( 02 )  является корректной, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 

одо из условий:  

 1) ;0≠+ BA  

 2)  ( )[ ] ( )[ ].0;,0 σσ iPNNBA =∆=+     

 Теорема 1.3.1.2. Пусть задача (1) � ( 02 ) корректна. Тогда существует 

0>ε  такое, что для любого ε<<∈ CC 0,    C  задача (1) � ( 02 ) также 

корректна. 

 Глава II. Асимптотические корректные задачи. 

 В этой главе изучаем вопрос о корректной разрешимости задачи (1)-(2) 

при 0+→Y  и при .+∞→Y  Эта глава разделяется на три параграфа: 

 § 1. Определения и примеры. 

 Здесть проведены определения и несколько примеров асимптотических 

корректных задач. Обозначение АК-задача означает асимптотическая 

корректная задача. Имеем: 
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 Определение 2.1.1. Задачу (1) � (2)  назовем асимптотически корректной 

при 0+→Y  или АК −0 задачей, если существует такое ,00 >Y  что при любом 

значении ],0] 0YY ∈  задача (1) � (2) корректна. 

Определение 2.1.2. Задачу (1) � (2)  назовем асимптотически корректной при 

+∞→Y  или АК −∞ задачей, если существует такое ,00 >Y  что при любом 

значении 0YY ≥  задача (1) � (2)  корректна. 

  § 2. АК −0 задача. 

 В этом параграфе установлен критерий корректности задача (1) � (2)  при 

.0+→Y  В качестве образца результатов этого параграфа приведем следующую 

теорему.  

 Теорема  2.2.5. Пусть ( ) ( ) .0,02 ≠+≡ BACP   σ  Тогда задача (1) � (2)  

является АК −0 задачей тогда и только тогда, когда выполнено одно из условий: 

 1. ( ) ;0ImIm >++ BABAC  

 2. ( ) ;0Re,0ImIm >==+ BABABAC      

 3. ( ) ( ) ( ) );(0,0Re,0ImIm 1 +∞→>+<==+ σσ           PBBABABABAC  

 4. ( ) ( ) ;0,0Im >+==+ BACABBAC      

 5. ( ) ( ) ),(0,0Im 1 +∞→<==+ σσα           PABBAC  где .BA −=α  

 § 3. АК −∞ задача. 

Здесь изучается вопрос о корректности задачи (1) � (2)  при .+∞→Y  В 

качестве образца результатов этого параграфа приведем следующую теорему.  

 Теорема  2.3.6. Пусть ( )( ) ( ) .0deg,0 12 >≠+ σσ PCBAP    Тогда задача (1) � 

(2)  является АК −∞ задачей тогда и только тогда, когда выполнено три условия: 

 1. 0\ 501210 =⇒=∈∀ qNNN    σ  и ( )[ ] ( ) ( ) ;0~11 0501
1 <−+ σσ PPq  

  2. ( )[ ] ⇒=∈∀   020 NiPN σσ  либо ,512 qqq −≥  либо  

   ( )[ ] ( ) ( ) ;0~11 0501
51 <−+ − σσ PPqq  
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 3. ⇒=∈∀ 03430 NNN Uσ  либо ( )[ ] ( ) ( ) ,0~~11 0501
1 <−− σσ PPq  либо .02 >q  

 Здесь ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,, 2
4

2
3543 σσσσςσσ PPPiBPCPiAPCP −≡+≡−≡         

   Глава III. Структура множества ( ).,,, PCBAτ  

 Здесь ( ) { :0,,, >= YPCBAτ  задача (1)-(2) корректна}. Эта глава разделяется на 

два параграфов: 

§ 1. Подстановка задачи и несколько примеров. 

 В этой главе мы даем ответ на следующий вопрос. Пусть уравнение (1) и 

параметры C∈CBA ,,  в условии (2) фиксированы. При каких значениях параметра 

0>Y  (ширина полосы) задача (1) � (2) корректна, т.е. здесь дано опсание структуры 

множества ( ).,,, PCBAτ  

 Мы различаем следующие случаи: 

1. ( ) ;constPiP =≡σ  

2. ( ) ;,0 constiPBA ≠=+ σ    

3. ( ) ;,0,0 constiPCBA ≠=≠+ σ       

4. ( ) ( ) ( ) ;,,0 21 constPconstPBAC ≠≡≠+ σσ        

5. ( ) ( ) ( ) ;,,0 12 constPconstPBAC ≠≡≠+ σσ        

6. ( ) ( ) ( ) .,,0 21 constPconstPBAC ≠≠≠+ σσ        

В каждом из перечисленных случаев указана структура, которую может имееть 

множество ( ),,,, PCBAτ  а затем приведены примеры, показывающие, что все 

перечисленные в теореме варианты возможной структуры множества ( )PCBA ,,,τ  

встречаются в конкретных задачах. 

Общий итог исследования, проведенного в этой главе, можно сформулировать в 

виде следующей теоремы. 
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Теорема (о структуре множества ( )PCBA ,,,τ ). Множество ( )PCBA ,,,τ  имеет 

всегда следующую структуру: 

1. ( ) ;,,, φτ =PCBA  либо 

2. ( ) [,,0],,, 0YPCBA =τ  где ;00 >Y  либо 

3. ( ) [,,],,, 0 ∞+= YPCBAτ  где ;00 >Y  либо 

4. ( ) ,~\,,, ττ += RPCBA   где τ~  может быть 

a) пустым; 

b) конечным; 

c) безконечной последовательность, имеющей не более двух 

предельных точек 0  и .∞+   

§ 2. Исследование множества ( )PCBA ,,,τ . 

В этом параграфе доказывается теорема о структуре множества ( )PCBA ,,,τ . Для 

доказательства этой теоремы мы различаем шесть перечисленных выше случаев. В 

качестве образца результатов этого параграфа, приведем следующую теорему. 

Теорема 3.2.6. Пусть ( ) ( ) ( ) .,,0 21 constPconstPCBA ≠≠≠+ σσ        Тогда 

множество ( )PCBA ,,,τ  имеет структуру одного из следующих множеств 

1. ;1 += Rτ  

2. ,~\2 ττ += R   где τ~  либо конечно, либо имеет не более двух предельных 

точек, 0  и ;∞+  

3. ,~\3 ττ += R  где τ~  -множество, имеющее конечное число точек. 

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [39] � [42], а также 

докладывались на международном семинаре им. И.Г. Петровского (Москва, 1993 

г.) и на семинаре по диффенциальным уравнениям Харьковского 

Государственного Университета (1993-1994 гг.). 
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ГЛАВА 1. КОРРЕКТНЫЕ ЗАДАЧИ 
 

 В первом параграфе этой главы мы установим критерий корректной 

разрешимости задачи (1) � (2), а также критерий ее регулярности. Во втором параграфе 

мы будем исследовать, непосредственно в терминах параметров YCBA    ,,,  критерий 

корректности задачи (1) � (2) для специальных типов уравнений. В § 3 мы будем 

исследовать задачу (1) � (2)  как �возмущение� двухточечной задачи. 

 

§ 1. Критерий корректности.  Регулярность. 

 Прежде всего уточним, что мы понимаем под корректностью и регулярностью 

задачи (1) � (2). Для этого, следуя Петровскому [2], введем следующее определение: 

 Определение 1.1.1. Задача (1) � (2) называетя корректной, если для любого 

0N∈m  найдется 0N∈n  такое, что для любой функции ( ) nHxu ∈0  задачау (1) � (2) 

имеет единственное решение ( ) mHyxu ∈,   (для любого [ ]Yy ,0∈ ) причем 

[ ]
( ) ( ) )1.1(.0,,sup 0

,0
                                                                    >≤ CxuCyxu

nm
Y

 

 По аналогии с [28] введем также следующее определение. 

 Определение 1.1.2. Задача (1) � (2) называетя регулярной, если из того, что 

всякое ограниченное (в Π ) решение уравнения (1), удовлетворяющее условию 

( ) ( ) ( )                                         0,,0,
0

=++ ∫
Y

dyyxuCYxuBxuA    (2од) 

Тождественно равно нулю, следует ее корректность. 

Короче говоря, задача (1) � (2)  регулярна, если из единственности ее решения в классе 

ограниченных функций следует ее корректность. При этом единственность решения 

задачи Коши для уравнения (1), согласно известной теореме И.М. Гельфана и Г.Е. 

Шилова [3], имеет место не только в классе ограниченных, но также в классе 

экспоненциально растущих функций. Таким образом, задача Коши не является 

регулярной. 

1.1. Критерий корректности задачи (1) � (2) 

     Теорема 1.1.1.1 (критерий корректной разрешимости задачи (1) � (2)). Задачи 

(1) � (2)  при условии 0>+ CAB  корректна тогда и только тогда, когда 

( )[ ] .φσ =∆YN  
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 Замечание. Данный критерий обощает критерии корректности, полученные 

ранее для частных случаев задачи (1) � (2): 0,0 ≠= ABC   [22]; 0,0 ==≠ BAC    [23]. С 

учетом этого факта нам достаточно ограничиться доказательством теоремы для случчая 

( ) .0≠+ BAC  

 Доказательство теоремы. Необходимость. Если ( )[ ],0 σσ YN ∆∈  то, рассмотрев 

функцию ( ) ( ){ } ,exp, 00 σσ ixiyPyxu +=  убеждаемся, что нарушается единственность 

решения задачи (1) � (2)  в классе ограниченных функций, то есть задача некорректна. 

 Достаточнось. Единственность решения задачи (1) � (2)  в классе ограниченных 

функций (а также функций стеенного роста) следует из результатов работы [21]. 

 Для доказательства разрешимости задачи и оценки ее решения будем 

аналогично [4] считать ( )yxu ,  (при каждом [ ]Yy ,0∈ ) и ( )xu0  обобщенными 

функциами ([31]) � элементами пространства S, где S � пространство Л. Шварца. Тогда 

( ) ( ){ }yxuFyv ,, =σ  - преобразование Фурье функции ( )yxu ,  является решением задачи 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
)2.1(

,,,,0,

,,,

0000

                        
        








==++

=

∫ xuFvvdyyvCYvBvA

yviP
dy

ydv

Y
σσσσσ

σσσ

 

и потому может быть написана в виде ( ) ( ){ }
( ) ( ),exp, 0 σσ
σσ viyPyv

Y∆
=  если функция 

( ) ( ){ }
( )σ
σσ

Y

iyPyR
∆

= exp,  является мультипликатором в пространства S. 

 Нам предстоит убедиться, что это как на основе доказываемого ниже 

неравенства 

( ) ( ) )3.1(,,1                                                                              R    ∈∀+≥∆ σσσ µMY  

где .,0 R  ∈> µM  Считая неравенство (1.3) справедливым, установим, что для любого 

,0N∈j  найдется R∈jh  и 0>jC  такие, что при любом [ ] R  ∈∀∈ σ,,0 Yy  справедливо 

неравенство 

( ) ( ) ( ) )4.1(.1,                                                                                                                                 jh
j

j CyRD σσσ +≤  

 Прежде всего, введем следующие обозначения: 
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( ){ } .\,0: 1211 Ω=Ω≤∈=Ω R     R σσ P  

Если ( ) ,constiP ≡σ  то ( ) ( )yRyR ~, ≡σ  и ( ) ( ) ,,,0 constyRDn n ≡∈∀ σσ    N  а тогда имеет 

место оценка (1.4). 

 Пусть ( ) .1deg ≥= piP σ  Мы утверждаем, что ,0N∈∀ j  имеем  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ } )5.1(,exp,,
0

1                            ∑
=

+− +∆=
j

k
kj

j
Y

j iPkYyyHiPyRD σσσσσσ  

где ( )yH kj ,σ  - полином отноительно .σ   Действительно 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }( )( ){
( ){ } ( ) ( ) ( )( )( ) ( ){ } ( )[ ] ( ){ }}

( ) ( )[ ] ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }{ }

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ }∑
=

+−

−

−

−

+∆=

++∆=

−−+−+−
×−+++∆=







 ∆−∆∆=

1

0
1

11

1101
2

2

2

,exp,

exp,exp,

expexp1'exp
1exp'

expexp',

k
kY

Y

Y

Y
YY

iPkYyyHiP

iPYyyHiyPyHiP

iyPCAiYPiBPCYBiPiyP
iYPiBPCiPBAiPiyPiP

iyP
d

diyPiyP
d

ydR

σσσσ

σσσσσσ
σσσσσ

σσσσσσσ

σ
σ
σσσσσ

σ
σ

 

значит что (1.5) верна при .1=j  Предположим, что (1.5) верна при ,1≥j  и докажим, 

что она имеет место при .1+j   

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )[ ] ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ }[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }[ ]


+∆+

∆


 +−−∆=

+∆+

+
′

∆=

=

∑

∑

∑

∑

=

=

−−

=

+−

=

+−

+

j

k
kjY

Y
j

k
kj

j
Y

j

k
kj

j
Y

j

k
kj

j
Y

jj

iPkYyyH
d
diP

d
iPdiPkYyyHjiP

iPkYyyH
d
diP

iPkYyyHiP

yRDyRD

0

0

2

0

1

0

1

'1

exp,

exp,1

exp,

exp,

,,

σσ
σ

σσ

σ
σσσσσσ

σσ
σ

σσ

σσσσ

σσ σσσ

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ){ }(
( ) ( )( ) ( ){ }

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ){ } .exp,

1exp,
~~

exp,~

1

0

2

0

2

∑

∑

+

=

−−

=

−−

+∆=



+++

+∆=

j

k
kj

j
Y

kj

j

k
kj

j
Y

iPkYyyHiP

iPYkyyH

iPkYyyHiP

σσσσ

σσ

σσσσ
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Итак, методом индукции показали, что формула (1.5) справедлива .N∈∀ j  Эсли ,1Ω∈σ  

то из (1.3) и (1.5) следует оценка (1.4). Пусть .2Ω∈σ  В этом случае обозначаем 

( ) ( ) ( ){ } ,exp~ σσσ iYPYY −∆=∆  а тогда из (1.3) следует ( ) ( ) .1~~ ~µσσ +≥∆ MY  Переписав 

(1.5) в виде 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ,exp,~,
0

1
∑
=

+−
−+−−∆=

j

k
kj

j
Y

j YkjyYiPyHiPyRD σσσσσσ  

получаем оценку (1.4) при ,2Ω∈σ  так как  

( ) ( ) [ ] .0,,0,0,0Re jkYyYkjyYiP ≤≤∈∀>−+−>         σ  

Итак, имеют место оценки (1.4). 

 Кроме того,  

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ,,0,,exp R       R     R ∈∀≠∆∈∆∈ ∞∞ σσσσ σ YY CCiyP  

А тогда ( ) ( )., R∞∈ σσ CyR  Тем самым установлено, что ( )yR ,σ   (при [ ])Yy ,0∈∀  является 

мультипликатором в пространстве S (при условии 0>+ CAB ). 

 Поскольку функция ( )yR ,σ  представима в виде 

( ) ( ) ( )
l

l yRyR 2
2

1
,1,
σ
σσσ
+

+=  

и в силу (1.4) ( ) ( )R1
21

, LyR
l ∈+σ

σ  при достаточно большом значении ,l  то 

( ) ( ){ }yRFyxG ,, 1 σ−=  (обратное преобразование Фурье функции ( )yR ,σ ) является 

функцией пространства ( ) ( ),RR ∞LC I  к которой применен (в смысле обобщенных 

функций) линейный дифференциальный оператор ( ) .11 2

2

l

l
l

dx
d−+  Итак, если при 

некоторых 0>M  и R∈µ  имеет места оценка (1.3) решение (в пространстве S�) 

исходной задачи тогда записывается в веде свёртки ( ) ( ) ( ).,, 0 xuyxGyxu ∗=  
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 Для получения классического решения, обладающего заданым порядком 

гладкости, можно воспользоваться надлежащей модификацией метода И.Г. 

Петровского ([2], [4]). 

 Пусть ( )
10 mHxu ∈  (величина 1m  будет указана ниже) и пусть 

( ) ( ) { }1:, 110 ≤∈=∈ ∞ xxEECxe R     - такая функция, что ( ) ( ).1 ∑∑
∈∈

=≡
ZZ j

j
j

xex-je  

Обозначим ( ) ( ) ( ) ( ).100
1 ECxejxuxu m

j ∈+≡  Имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
1111

000 mmmmj xuMjxuMxejxuxu =+≤+=  

причем M  не зависит от .j  Обозначим 

( ) ( ){ } ( ) { } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } .,,,,,,exp 1

R

yvFyxuvyRyvdxixxuxuFv jjjjjjj σσσσσσ −==−=≡ ∫         

Ясно, что ( )yv j ,σ  является решением краевой задачи (1.2). Это следует из того, что 

( )yR ,σ  является мультипликатором в пространстве S. А тогда ( )yxu j ,  является 

решением уравнения (1) и удовлетворяет условию (2) с заменой в правой части ( )xu0  на 

( ).xu j   Оценим функции ( )yxu j ,  и их производные до порядка m (эти производные 

существуют при достаточно большом значении ).1m  

 Пусть .2,0:, 10 mmmnnm ≤≤≤∈   N  Имеем 

( ) ( )( ) ( ) { }

( )( ) { }

( )( ) { }

( )( )( )( ) { } ( )

.2,1,0,,

,exp

exp

exp

exp

1
0

1

1

1

1

         R =≤∈

≤−=

−=














−=














−=

∫

∫

∫

∫

≤

≤

≤

≤

qmn

xuCdxixxxu

dxixxxu

dxixxu
d
d

dxixxu
d
dvD

mm
x

mqn
j

x

qn
j

m

x

n
jq

q
m

x
j

n
q

q
m

j
nqm

σ

σ

σσ

σ
σ

σ

σσ
σ

σσσσ

 

Отсюда, используя (1.4), заключаем, что 
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( )[ ] ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) .,,,max,1

,,

2100
'

2
2

2

2

2

1
mnhhhhxuC

vyR
d
dyv

d
d

mh

mm

jj
n

≤=+≤

=

−             σ

σσσ
σ

σσ
σ  

Если 1−<−mh  (т.е. 1+> hm ),  то 

( ) ( ) ( ) ( ) { }

( ) { }

( )( ) { } ( ) ,,exp
,

exp,

exp,,

1
0

''
2

2

2

22

nmxuCix
d

yvd

dixyvx

dixyvDxyxuDx

mm
j

n

j
n

j
n

xj
n

x

≥≤=

=

=

∫

∫

∫

     
R

R

R

σ
σ
σσ

σσσσ

σσσ

 

т.е. имеем место оценки 

( ) ( ) ( ) )6.1(.0,,, ''
0

''2

1
                                             >≤≤ mmmj

n
x CmnxuCyxuDx  

 Обазначим  

( ) ( ) ).(.yjxuyxu
j

j 71,,                                                                          
Z
∑
∈

−=  

Из (1.6) получаем 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ,

1
1sup

1
1sup,

11

1

0
'''

2
1

0
''

20
''

mm
Zjx

mm

Zjx
mmm

xuC
jx

xuC

jx
xuCyxu

=
−+

=

−+
≤

∑

∑

∈≤

∈∈ R
 

То есть имеет место оценка 

( ) ( ) )8.1(.,
1

0
'''                                                               

mmm
xuCyxu ≤  

 Поскольку ( ) ( )Z    ∈∀ jyxu j , - решение задачи (1) � (2) и ряды, полученные 

дифференцированием (до порядка ( )σiPdeg ) ряда (1.7) сходится равномерно, если 1m  

достаточно велико, то ( )yxu ,  также является решением этой задачи, причем в силу 

(1.8), ( ) mHyxu ∈,  при любом [ ]Yy ,0∈  и имеет место оценка 

( ) ( ) .0,,
1

0 >≤ CxuCyxu
mm

     Других ограниченных (в R ) решений задача (1) � (2)  не 

имеет в силу теоремы единственности [19]. 
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 Таким образом, центральным в доказательстве является установление оценки 

(1.3). Она легко получается (с 0=µ ) из формулы (1.4), если ( ) constP ≡σ1  или 

( ) .constiP ≡σ  Случай ( ) constP ≡σ1  очевидно, сводится к случаю ( ) ,01 ≡σP  которым мы 

и займемся. 

 Итак, ( ) ( ) ( ) .0deg, 22 >=≡ σσσ PpiPiP      При 0≠− BA  снова без труда 

получаем оценку (1.3) с .0=µ  

 Действительно, если ,0=C  то 

( ) ( ){ } .,0exp 2 R     ∈∀>−≥+≡∆ σσσ BAiYPBAY  

 Пусть .0≠C  В силу того, что ( ) ( )R    ∈∀≠∆ σσ 0Y  и ( ) ( ),RCY ∈∆ σ  то 

( )σσ Y∆>∀    ,00  ограничен на .\
0σRR  Пусть 00 >σ  достаточно велико (в частности 

( )[ ] ).\
02 σσ RR⊂PN  На ,

0σR\R  имеем ( ) .00 >≥∆ CY σ  Рассмотрим ( )σY∆  при 

.
0σσ R∈  Имеем 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,0
2

exp

0
222

2
2

2

>≥−−≥+−−≥









++−=∆

C
P

C
BA

iP
CB

iP
CA

iP
CBiYP

iP
CAY

σσσ

σ
σ

σ
σ

 

Если 00 >σ  - достаточно велико (т.к. 0≠−= BAα ). 

 Итак, пусть { } 0exp 0 ≠−= ϕiAB  (неравенство следует из условия 

( ) );,0 R    ∈≠∆ σσY  ] ].2,00 πϕ ∈  Очевидно, достаточно установить (1.3) при .
0σσ R∈  

Тогда ( ) ( )( ),21 σδσ iPMY ≥∆  где  

( ) ( ) ( ) ( ) { } .exp,deg,1 2
'
11 YsCBsCAssPpMM p ++−≡=+= − δσσ         

Пусть ( )[ ] ( ){ } { } .,0: Z  C ∈==∈= kssssN k
C δδ  Согласно [16], если   

( ) ( )[ ]( ) ,0, 12 >≥ δδσρ sNiP C  то ( )( ) .022 >≥ δσδ iP  Положим ,''
000 σRRR ' Uσσ =  где  

( ) ( )[ ]( ){ } .\,,: '''
12

'
00000 σσσσσ δδσρσ RRR   R =≤∈= sNiPR C  

При ''
0σσ R∈  оценка (1.3) имеет место снова с .p−=µ  Для получения оценки (1.3) при 

'
0σσ R∈  предварительно покажем, что при больших значениях k  справедливо 

представление 
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( ) ).(kYkiS j
j

j
jk 91.,/2

1
0                                                  C     ∈++= ∑

≥

− ξξπϕ  

Действительно, рассмотрим функцию 

( ) ( ) { }( ) { }( )./exp1exp1/2/, 01 YYACYYiYiAh λχλπχϕχλλχ +−−−−≡  

Очевидно ( ) ( ) ,0/0,0,00,0 11 ≠∂∂= λhh     значит, при достаточно малых значениях χ  

уравнение ( ) 0,1 =λχh  имеет единственное решение ( ) .
1
∑
≥

==
j

j
jχξχλλ  Если 

( ) ( ),,/1, 1 λχχλχ hh =  то при достаточно малых значениях ( ) 0,, =λχχ h    тогда и только 

тогда, когда ( ) ,0,/11 =λχh  что равносильно ,
1
∑
≥

−=
j

j
jχξλ  но положив 

( ) ,/20 Ykiskk πϕλ ++=  полочим ( ) ( ) ,0, == kk skh δλ  откуда ,
1
∑
≥

−=
j

j
jk kξλ  что дает (1.9). 

Далее, фиксируя ,'
0σσ R∈  найдем ( )σkk =  так, чтобы  

( ) ( ) ). (siP k 101.12                                                                                               δσ σ <−  

Тогда при некотором 02 >M  получаем 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )11.1.22121
2

                      σσσ σδδσδσ kiPskY siPMssMiPM −≥−=≥∆
=

 

Последнее неравенство вытекает из представления  

( ) ( ) { }( )( ) ( ) { } ( ){ }[ ].1expexpexp −−++−+=− YssYsCBsssYsBAss kkkkkδδ  

Если 01 >δ  выбрано из условия { } 2/1exp1 zYYzz ≥−⇒<δ  и с учетом того, что 

{ } { } ( ) +∞→+= kOiYsk    ,1expexp 0ϕ  учитывая (1.9), имеем 

( ) ( ) ( ) ( )12.1Re 0

3
1

2                                                       j

j

j
jk kMksiP −

≥

− ≥≥− ∑ σξσ σ  

при 03 >M  и 00 N∈j  (так как 0Re
1

≠∑
≥

−

j

j
jkξ  тождественно, что следудт из условия 

( ) .),0 R   ∈∀≠∆ σσY  Наконец, из (1.9) и (1.10) следует, что ( ) .0, 44 >≤ MMk p     σσ  
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Отсюда, используя (1.11) и (1.12), получаем оценку (1.3) при .'
0σσ R∈  Теорема 

доказана. 

1.2. Регулярность задаци (1) � (2)  

Теорема 1.1.2.1 (критерий р Регулярность задачи (1) � (2)). Для того, чтобы 

задача (1) � (2) была регулярной, необходимо и достаточно, чтобы .0>+ CAB  

Таким образом, среди задач (1) � (2) только задача Коши ( )0==CAB  не является 

регулярной. 

 Лемма 1.1.2.1. Если существует R∈0σ  такое, что ( ) ,00 =∆ σY  задача (1) � 

(2од) имеет нетривиальное решение ( )yxu , , что при любом N∈ρ  и ( ) Π∈yx,  верна 

оценки ( ) ( ) ,, ρ
ρ CyxuDx ≤  .0>ρC   

 Доказательство. Таким решением будет функция ( ) ( ){ } .exp, 00 σσ ixiyPyxu +=  

 Доказательство критерия регулярности задачи (1) � (2). Необходимость.  Если 

,0=+ CAB  то задача (1) � (2) является задачей Коши. На основани теоремы И.М. 

Гельдфанда и Г.Е. Шилова единственности решения задачи Коши [3], мы можем 

утверждать, что для любого полинома ( )σiP  задача (1) � (2од) в этом случае в классе 

ограниченных функций имеет лишь тривиальное решение ( ) .0, ≡yxu  Однако, она не 

является корректной, если для полинома ( )σiP  не выполняется условие (A) И.Г. 

Петровского, то есть,  

( ) ( ) .ReinfResup +∞=− σσ iPBiPA
RR

 

Таким образом, при ,0=+ CAB  задача (1) � (2) не является регулярной. 

 Достаточность. Пусть .0≠+ CAB  Если ,0=C  то 0≠AB  и задача (1) � (2)  

является регулярной в силу результатов работы [22]. Если 0== BA  (следовательно 

)0≠C  тоже самое верно в силу результатов работы [23]. 
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 Если же ( ) ,0≠+ CBA  то воспользовавшись сначала леммой 1.1.2.1, мы можем 

утверждать, что коль скоро всякое ограниченное решение задачи (1) � (2од) 

тождественно равно нулю, то ( ) .,0 R    ∈∀≠∆ σσY  Теперь можно воспользоваться 

теоремой 1.1.1.1, в силу которой такая задача (1) � (2) корректна. Теорема доказана. 

 

§ 2. Коэффициентные условия корректности для уравнений  

теплопроводности и Шродингера 

 В даном параграфе проведено дальнейшее исследование вопроса корректности 

задачи (1) � (2) для специальных случаев: когда уравнение (1) совпадает с прямым или 

обратным уранением теплопроводности или уранением Шродингера. Критерий 

корректной разрешимости краевой задачи для этих уранений при условии (2) удалось 

получить непосредственно в терминах условий на ,,, CBA    и .Y  При этом мы будем 

всегда считать условие (2) нелокально (отличным от условия Коши), т.е. .0>+ CAB  

 В первом пункте проведено исследование указанного выше вопроса для прямого 

и обратного уравнения теплопроводности, а во втором пункте, для уравнения 

Шродингера. В пункте три проведено сравнение случаев первого пункта и второго 

пункта. 

 В силу результатов работы [41] и параграфа 1, каждая из указаных задач 

корректно разрешима тогда и только тогда, когда выполнено условие 

( ) )13.1()(,0                                                                                              R     ∈∀≠∆ σσY  

Где 

( ) ( ){ } ( ){ }
( ) ( )

( )





=++

≠−++
=∆

.0,

,0,1expexp

σ

σ
σ
σσ

σ
iPCYBA

iP
iP
iYPCiYPBA

Y

                                                     

         
 

2.1. Случае уравнение телопровоности 

 Для уравнения телопровоности 
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( ) ( ) )'1(,,,
2

2

                                                                                            
x

yxu
y

yxu
∂

∂=
∂

∂  

Имеем 

( ) 2σσ −=∆Y  и ( ) { } { }






=++

≠
−

−−+−+=∆
.0,

,0,1expexp 2

2
2

σ

σ
σ
σσσ

                                                 

         

CYBA

YCYBA
Y  

 Теорема 1.2.1.1. Пусть .0,0 >=+ YBA   Тогда задача (1�) � (2) корректно 

разрешима тогда и только тогда, когда выполнены два условия: 

1) [.,0])2,0 ∞+=∉≠ +R                                 CBC  

 Доказательство. В даном случае 

( ) { }( )







=

≠−−





 −

=∆
.0,

,0,1exp 2
2

σ

σσ
σσ

                                      

      

CY

YCB
Y  

 Необходимость. Нарушение условия 1) влечет ( ) ,00 =∆Y  а при нарушении 

условия 2) имеем ( ) ,00 =∆ σY  где ./ 22
0 BBC=σ  

 Достаточность.  Если выполнены оба условия 1) и 2), то ,2 CB ≠σ ,R ∈∀ σ  что 

дает ( ) ,0≠∆ σY  ,R ∈∀ σ  и тем самым завершает доказательство теоремы. 

 Теорема 1.2.1.2. Пусть  .00 >+= YBA,  C  Тогда задача (1�) � (2) корректно 

разрешима тогда и только тогда, когда ].1,0]/ ∉− BA  

 Доказательство. В даном случае ( ) { }.exp 2σσ YBAY −+=∆  Условие ( ) ,0≠∆ σY  

R ∈∀ σ  равносильно, тем самым, условие { } BAY /exp −=− σ  (отметим, что ,0≠B  в 

силу исходного предположения 0>+ CAB ). Отсюда следует результат теоремы. 

 Теорема 1.2.1.3. Пусть ,0=A  .0≠BC  Тогда задача (1�) � (2) корректно 

разрешима при любом ,0>Y  если [0,] ∞−∉CB  и только при 2/ CCBY −>  в 

противном случае. 
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Теорема 1.2.1.3�. Пусть ,0=B  .0≠AC  Тогда задача (1�) � (2) корректно разрешима 

при любом ,0>Y  если [0,] ∞−∉CA  и только при 



 −∈ 2/,0 CCAY  в противном 

случае. 

 Приведем доказательство лишь первой из этих теорем, вторая доказывается 

аналогично. 

 Доказательство теоремы 1.2.1.3.  Запишем в рассмотриваемом случае функцию 

( )σY∆  в виде: 

( ) { } ( )
( )





=+

≠−−
=∆

−

,0,/

,0,/,;exp
2

2222

σ

σσσσ
σ

                                      

      

CCBYC

CCBYgY
Y  

где ( ) { } .1exp,; xYxYxg λλ −−=  Очевидно, ( ) .0,;0 =λYg  Если ] [ ,0,∞−∈CB  то 

неравенство ( ) 0≠∆ σY  ( R∈∀ σ ) очевидно. Если ] [0,∞−∈CB  и ,02 >+
C

CBY  то 

неравенство имеет место, так как тогда ( ) 0,;' >λYxgx  при λ>Y  и ,0>x  а ( ) .0,;0 =λYg  

При ] [0,∞−∈CB  и ,0/ 2 =+ CCBY  имеем ( ) ,00 =∆Y  а при 02 <+
C

CBY  существует 

R∈0σ  такое, что ( ) ,00 =∆ σY  поскольку функция ( )λ,;Yxg   при λ<Y  имеет 

положительный нуль 0x  (при этом .)2
00 σ=x  Последнее верно, так как ( ) 0,;0' <λYgx  

при λ<Y , ( ) 0,;0 =λYg  и ( ) +∞→λ,;Yxg  при +∞→x . Теорема доказана. 

 Теорема 1.2.1.4.  Пусть ( ) ,0≠+ BAABC  .0ImIm == CBCA  Тогда 

1. Если ,0>CA  ,0>CB  то задача (1�) � (2) корректно разрешима при любом 

.0>Y  

2. Если ,0<CA  ,0>CB   ,01 <<−
B
A  то задача (1�) � (2) некорректна каково бы не 

было .0>Y  

3. Если ,0<CA  ,0>CB   ,1−<
B
A  то задача (1�) � (2) корректно разрешима тогда и 

только тогда, когда ( ) .20
C

BACYY +−=<  
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4. Если ,0<CA  ,0<CB    то задача (1�) � (2) корректно разрешима тогда и только 

тогда, когда 
] [

.ln1inf 2

2

/,00












−
+

−=<
− xCBC

xCAC
x

YY
AC

 

5. Если ,0>CA  ,0<CB   ,01 <<−
B
A  то задача (1�) � (2) корректно разрешима 

тогда и только тогда, когда ( ) ./ 2
0 CBACYY +−=>  

6. Если ,0>CA  ,0<CB   ,1−<
B
A  то задача (1�) � (2) корректно разрешима при 

любом .0>Y  

Доказательство. Обозначим  

( ) ( ) ( ).,
1
1,,, 21

2

20
2

1
,2212

2
21

ττ
τ
τττσ ττ +−=+−=
−
+≡===

C
BACY

x
xxh

C
CB

C
CAx          

Из формулы для ( )σY∆  в этих обозначениях имеем: 

( ) ( ) 00;0
02 ≠++=∆≠+=∆
=−

CYBABA YCBY   σσ  при ( ) ;00;
00 =∆≠ YYY    

( ) { } ( ) .,0,exp0 1
2,

0
,0

212

−

≠−
≠ ≠>=−⇔=∆ τσ ττ
σ

σ xxxhYx
CB

Y      

Тем самым, вопрос а корректности задачи (1�) � (2) сводится к вопросу о 

существовании положительных решений уранения  

{ } ( ) )14.1(,exp 1
2, 21

                                                                                .  −≠=− τττ xxhYx  

 Функция ( )xh
21 ,ττ  обладает следующими свойствами: 

)1.h       ( ) ,10
21

=ττh  ( ) ,/ 2121
ττττ −=∞+h  

)2.h      ( ) ( ) ,
1 2

2

21
21 x

xh
dx
d

τ
ττ

ττ −
+=  

и, значит, функция ( )xh
21 ,ττ  при ,02 >τ  021 >+ττ  возрастает на интервалах 









2

1,0
τ

 и 

,,1

2








∞+

τ
 а при ,02 >τ  021 <+ττ  убывает на тех же интервалах. При ,02 <τ  021 >+ττ  

функция ( )xh
21 ,ττ  при ,0>x  а в случае 021 <+ττ  - убывает при .0>x  

 Перейдем теперь к исследованию уравнения (1.14). 
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1. В этом случае .0,0 21 >> ττ     Поскольку ( ) ,10
21 ,

=ττh  то на интервале 








2

1,0
τ

 

имеем ( ) ,1
21 ,

>xh ττ  и потому уравнение (1.14) не имеет решений на этом интервале. При 

2

1
τ

>x  функция ( ),
21 , xh ττ  возрастая, стремится к пределу ( ) 0

21 ,
<∞+ττh , и значит, 

( ) 0
21 ,

<xh ττ  при ;1
2τ

>x  отсюда следует, что уравнение (1.14) не имеет решений также и 

при ./1 2τ>x  Теорема в случае 1 доказана. 

 2. Здесь 0,0 21 >< ττ     и поскольку ,01 <<−
B
A  то 01

2

1 <<−
τ
τ  и .021 >+ττ  

Функция ( )xh
21 ,ττ  при 

2

1
τ

>x  возрастает от ∞−  до 1
2

1 >−
τ
τ  и потому уравнение (1.14) 

заведомо имеет решение .1
2τ

>Yx  В случае 2 Теорема доказана. 

 3. Здесь .1,0,0,0
2

1
2121 >−<+><

τ
τττττ         Значит, функция ( )xh

21 ,ττ  убывает на 










2

1,0
τ

 и на 







∞+,1

2τ
, и стремится к числу 1

2

1 >−
τ
τ  при .+∞→x  Значит, при 

2

1
τ

>x  

уравнение (1.14) решений иметь не может ( )( ).1
21 ,

>xh ττ  Остается исследовать 

разрешимость этого уравнения на 








2

1,0
τ

. 

 Пусть сначала .0 0YY <<  Тогда при всех 0>x  имеем { } ,1exp 0 xYYx −>−  так как 

{ }( ) { } .0exp1exp 000 >−>−−=+−− YYYxYYxYYx
dx
d  С другой стороны ( )xhxY

21 ,01 ττ>−  

при ,/10 2τ<< x  так как ( ) ( ) .
1

0 2
2

21
,210 21 x

xh
dx
dY

τ
ττττ ττ −
+=>>+=−  Таким образом, 

( ) { }YxxYxh −<−< exp1 0, 21 ττ  при ,10
2τ

<< x  если .0YY <  Пусть теперь .0YY >  Обозначим 

( ) { } ( ) .exp
21,

xhYxx ττϕ −−≡  Легко видеть, что ( ) ( ) 00',00 0 <−−== YYϕϕ    и потому 

( ) 0<xϕ  при .0+→x  С другой стороны, ( ) +∞→xϕ  при .01
2

−→
τ

x  Значить, 

существует 







∈

2

1,0
τYx  такое, что ( ) 0=Yxϕ  и уравнение (1.14) разрешимо при любом 

.0YY >  
   Наконец, при 0YY =  имеем ( ) .00

0
=∆Y  Тем самым, теорема доказана в случае 3. 

4.  Здесь .0,0 21 << ττ  Пусть .0YY <  рассмотрим функцию  
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( ) ( )
( )





=+−

≠−
=

.0,/

,0,ln1
21 ,

xCBA

xxh
xx ττϕ  

Поскольку ,0,0 21 << ττ  то ( )xϕ  определяется при [ [2/1,0 τ∈x  и ( ) .1,0
2
















∈

τ
ϕ Cx  

Если ,0=σ  то ( ) ,0≠++=∆ CYBAY σ  тат как ( ) ./'
0 CBAYY +−≤<  Если ,/1 1

2 τσ −=  то 

( ) ( ) { } ,0/exp 1 ≠−+=∆ τσ YBAY  ,0>∀ Y  тат как .0≠+ BA  Для таких ,σ  

( ) ( ) ( ).1,00 2

1

σ
τ

ϕσ =







−∈∧=⇔=∆ xxxYY  

В силу того, что 
] [

( ){ } ,inf
1/1,0

'
0 xYY ϕ

τ−
=<  то заключаем, что ( ),,1,0

1

xYx ϕ
τ

≠







−∈∀  что и 

дает ( ) ,0≠∆ σY  .01:
1

2 <







+∈∀
τ

σσσ R  Таким образом, если ,'0YY <  то задача (1�) � 

(2) корректно разрешима. 

 Пусть теперь .'0YY ≥  Если ( ) ,/'
0 CBAYY +−==  то ( ) .00'

0
=∆Y  Если 

,'
0 C

BAYY +−≠=  то в силу того, что принимает на 







−

1

1,0
τ

 значение своего 

инфирмума, заключаем, что ( ) '
00

1
0 :1,0 Yxx =








−∈∃ ϕ
τ

 и при ,0
2
0 x=σ  ( ) .00 =∆ σY  

   Рассмотрим случай, когда .'0YY >  Поскольку 
] [

( ){ }xY ϕ
τ1/1,0

'
0 inf

−
=  и 

] [
( ){ } ,sup

1/1,0
+∞=

−
xϕ

τ
 то ( )YY xYx ϕ

τ
=








−∈∃ :1,0

1

 и при ( ) .0,2 =∆= YYYY x σσ  Таким 

образом, если 0,0 << CBCA  и 
] [

( ){ } ,inf
1/1,0

'
0 xYY ϕ

τ−
=≥  то то задача (1�) � (2) 

некорректна. Тем самым теорема доказана в случае 4. 

4. Здесь .01,0,0
2

1
21 <<−<>

τ
τττ  Пусть .0YY <  Рассмотрим функцию 

( ) { } ( ) .exp
21,

xhYxx ττϕ −−=  Имеем  

( ) ( ) { } ( ) ,0
1

exp0',00 0

0
2

2

21 >+−=
−
+−−−==

=

YY
x

YxY
xτ

ττϕϕ  
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Значит, ( ) 0>xϕ  при ,0+→x  то есть { } ( ) 0exp
21 ,

>−− xhYx ττ  при .0+→x  Но 

( ) ( ) ,0
2

1
, 21

<=∞+−=∞+
τ
τϕ ττh  значит, ( ) ,0:0 =>∃ YY xx ϕ  то есть уравнение (1.14) имеет 

положительное решение. Значит, задача (1�) � (2) некорректна. 

 При 0YY =  имеем ( ) ⇒=∆ ,00
0Y  задача (1�) � (2) некорректна. При 0YY >  и 

0≥x  введем функцию 

( ) ( ) { } .1exp1 12 xYxxx ττψ −−−−≡  

Тогда  

( ) { } { }( )
{ } { }( ) ( ) { } .exp1expexp

1expexp'

10
2
2211120002

122

ττττττττ
τττψ

−−−−=−−−−−−<

−−−−−−=

xYxxxxYYxY
xYxYYxx

 

Если ,02
2211 ≤−− xx ττττ  то ( ) .0' <xψ  Если ,02

2211 >−− xx ττττ  то 

( ) ( ) ( ) .0' 2121
2
2211 <+=−−−< ττττττττψ xxxx  Итак, ( ) 0' <xψ  при всех ,0>x  значит, с 

учетом того, что ( ) ,00 =ψ  получаем ( ) 0<xψ  при всех .0>x  Тем самым, уравнение 

(1.14) не имеет положительных решений, и задача (1�) � (2) корректна. 

6.  В случае 6, имеем .1/,0,0 2121 −<<> ττττ  Следовательно, .021 >+ττ  

Отсюда, в силу свойства )2.h  функция ( )xh
21 ,ττ  является возрастающей, значит, 

( ) 1
21 ,

>xh ττ  при .0>x  В тоже время, { } 1exp <−Yx  при 0>x  и .0>Y  Значит, уравнение 

(1.14) не имеет положительных решений, и задача (1�) � (2) корректнo разрешима при 

любом .0>Y  Теорема доказана. 

 Теорема 1.2.1.5. Если ( ) ,0ImIm,0 >+≠+ CBCABAABC  то задача (1�) � (2) 

корректнo разрешима для всех значений ,0>Y   кроме, бы может, одного. 

 Доказательство. Отметим сразу, что в рассмотриваемом случае 

( ) .0ImIm >++ BACBA  Действительно, пусть ( ) .0ImIm =++ BACBA  Тогда 

( ) .ImReImReReImImIm 222 CBBABCBBACBBABCBBABCA −−− =+==  Но, по 

предположению, .ImIm CBCA −=  Тогда ( ) ,01ReIm 2 =+− BABCB  откуда 

.Re 2 BBBBABA −=−== −  Значит ( ) ,0=+ BAB  что противоречит условию.  

Поскольку ( ) ,0 CYBAY ++=∆  то при ( ) 0<+ BAC  имеем ( ) ,00
0

=∆Y  если 

( ) 2
0 / CBACY +−=  и ( ) 00 ≠∆Y  при .0YY ≠  При ,0/2 ≠= BCσ  имеем 

( ) 0/ 2 ≠+=+=∆ BACAY σσ  при любом .0>Y  Если же 0≠σ  и ,/2 BC≠σ  то  
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( ) ( ) { } )15.1(.exp/ 2

2
22                                                           








−
+−−−=∆

σ
σσσσ

BC
ACYCBY  

При этом  

( )[ ] ( )16.1.ImImIm 2
22

2

2

2

                                             σ
σ

σ
σ
σ BABAC

BCBC
AC −+

−
=

−
+  

Поскольку из условия 0ImIm >+ CBCA  следует, что ( ) ,0ImIm >++ BABAC  

равенство ,0Im 2

2

=
−
+

σ
σ

BC
AC  возможно разве лишь при единственном значении ,02

0 ≠σ  и, 

тем самым, при единственном значении .'0YY =  При этом ( ) 0Im,0Im ≠+≠ BACBA  и 

потому ( ) 00 ≠∆Y  при любом .0>Y  Теорема доказана. 

 Замечание. При ( ) ] [0,∞−∈+ BAC  задача (1�) � (2) некорректна при 

( ) 2
0 / CBACYY +−==  и корректна при остальных  значениях ,0>Y  что видно из 

доказательства теоремы 5. При ( ) ] [0,∞−∉+ BAC  эта задача может оказаться 

корректной при всех значениях ,0>Y  кроме одного, .'0YY =  Оба эти случая возможны, 

как покаиывают следующие примеры. 

 Пример 1. Если ,,0 iABCA =≠=  то  

( ) ( )
( ) ( ).ImIm,1Im/Im

,1,Im,0Im
2

22

BACBABABAC

iABACACBCA

+≠∈∀⇔−=+

+=+==

σσ R
 

Отсюда и из формул (1.15) и (1.16) следует, что ( ) ,0≠∆ σY  .0, >∀∈∀ Y Rσ  

 Пример 2. Если ,5,2,2 iCiBA +−=−==  то имеем ( ) .8Im,4 =+= BACiBA  

Тогда при 22 =σ  имеем ( ) ( ) 5/1/ 22 =−+ σσ BCAC  и при ,05
2
1

5
1ln

2
1'

0 >=−= lmY  

( ) ,02'
0

=±∆Y  при этом ( ) ,0≠∆ σY  ., '
0YY ≠∀∈∀   Rσ  

 

2.2. Случай обратного уравнения теплопроводности. 

 Для обратного уравнения теплопроводности 

( ) ( ) ( )''1,,,
2

2

                                                                                       
x

yxu
y

yxu
∂

∂−=
∂

∂  

( ) 2σσ ≡iP  и ( )σY∆  можно записать в виде 
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( ) { } { }

{ } { } { }

{ } ( ),~exp

1expexpexp

1expexp

2

2

2
22

2

2
2

σσ

σ
σσσ

σ
σσσ

Y

Y

Y

YCYABY

YCYBA

∆≡









−

−−+−+≡

−++=∆

 

где ( )σY∆
~  соответсвует уравнению (1�) и условию  

( ) ( ) ( ) ( ).,,0, 00
xudyyxuCYxAuxBu

Y
=++ ∫  

Поскольку вопрос о корректной разрешимости задачи (1��) � (2) это вопрос о нулях 

( ),σY∆  то следующие теоремы являются следствием соответствующих теорем 1.2.1.1 � 

1.2.1.5. 

 Теорема 1.2.2.1. Пусть .0,0 >=+ YBA   Тогда задача (1��) � (2) корректно 

разрешима тогда и только тогда, когда выполнены два условия: 0≠C  и 

[.,0] ∞+=∉ +R CA  

 Теорема 1.2.2.2. Пусть  .00 >+= YBA,  C  Тогда задача (1��) � (2) корректно 

разрешима тогда и только тогда, когда ].1,0]/ ∉− AB  

 Теорема 1.2.2.3. Пусть ,0=A  .0≠AC  Тогда задача (1��) � (2) корректно 

разрешима при любом ,0>Y  если [0,] ∞−∉CA  и только при 2C
CAY −>  в противном 

случае. 

 Теорема 1.2.2.3�. Пусть .0,0 ≠= BCA   Тогда задача (1��) � (2) корректно 

разрешима при любом ,0>Y  если [0,] ∞−∉CB  и только при 











−∈ 2,0

C
CBY  в 

противном случае. 

 Теорема 1.2.1.4.  Пусть ( ) ,0≠+ BAABC  .0ImIm == CACB  Тогда 

1. Если ,0>CB  ,0>CA  то задача (1��) � (2) корректно разрешима при любом 

.0>Y  

2. Если ,0<CB  ,0>CA   ,01 <<−
A
B  то задача (1��) � (2) некорректна каково 

бы не было .0>Y   



 32

3. Если ,0<CB  ,0>CA   ,1−<
A
B  то задача (1��) � (2) корректно разрешима 

тогда и только тогда, когда ( ) .20
C

BACYY +−=<   

4. Если ,0<CA  ,0<CB    то задача (1��) � (2) корректно разрешима тогда и 

только тогда, когда 
] [

.ln1inf 2

2

/,00












−
+

−=<
− xCAC

xCBC
x

YY
BC

  

5. Если ,0>CB  ,0<CA   ,0/1 <<− AB  то задача (1��) � (2) корректно 

разрешима тогда и только тогда, когда ( ) ./ 2
0 CBACYY +−=>   

6. Если ,0>CB  ,0<CA   ,1/ −<AB  то задача (1��) � (2) корректно разрешима 

при любом .0>Y  

Теорема 1.2.2.5. Теорема 1.2.1.5. и следующее за ней замечание остаются 

справедливыми для задачи (1��) � (2). 

2.3. Случай уравнения Шродингера 

Для уравнения Шродингера 

( ) ( ) ( )'''1,,,
2

2

                                                                                           
x

yxui
y

yxu
∂

∂=
∂

∂  

( ) 2σσ iiP −=  и ( ) { } { } .1expexp 2

2
2

σ
σσσ −−+−+=∆ iYiCiYBAY  

 Теорема 1.2.3.1. Пусть .0=+ BA  Тогда задача (1���) � (2) некорректна каково 

бы не было .0>Y  

 Действительно, например, ( ) 0/2 =∆ YY π  при любом .0>Y  

 Теорема 1.2.3.2. Пусть .0,0 >+= YBAC  Тогда задача (1���) � (2) корректно 

разрешима тогда и только тогда, когда .0≠− BA  

 Утверждение очевидно, поскольку ( ) { }( ).exp/ 2σσ iYBABY −+=∆  Обазначим 









∈







+
−−−= ++ Z  RR k

iBC
iACk ,arg21~
γ
γπ

γ
I , 
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где 

( ) .0,Im2
22 ≠−

−
+−= BA

BA
BACγ  

 Теорема 1.2.3.3. Пусть ( ) .0≠+ BAC   

1. Если ( ) ,0Im =+=− BACBA  то задача (1���) � (2) некорректна каково бы не 

было .0>Y  

2. Если  ( ) ( ) ,0Im ≠+− BACBA  то задача (1���) � (2) корректна тогда и только 

тогда, когда .~\ RR+∈Y  

3. Если  ( ) ( ) ,0Im =+− BACBA  ( ) 0Im >++− BACBA  или 

( ) ( ) ,0Im <+− BACBA  то задача (1���) � (2) корректна при любом ,0>Y  

кроме, быть может, одного ( ) .20
C

BACYY +−==  

Доказательство. 1. Пусть выполнено условие 1. Тогда 22 σσ iBCiAC −≡+  и  

( ) { } { }

.,arg2

01expexp

2

2
2

2

2
2

Z∈
−
++=−⇔

=−−+−+=∆

k
iBC
iACkY

iYiCiYBAY

σ
σπσ

σ
σσσ

 

По  

( )( ) .0:,arg21 22
2

2

2








≠−+∈







−
+−⊂

∈
+ σσσσ

σ
σπ

σ
iBCiAC

iBC
iACk

k
R  R

Z
U  

Чтобы в этом убедиться, рассмотрим при ,a>σ  где −> 0a достаточно велико, 

функции 

( ) Z.∈
















−
+−≡ k

iBC
iACkk ,arg21

2

2

2 σ
σπ

σ
σϕ  
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Все эти функции непрерывны при [ [∞+∈ ,aσ  и  

[ [
( ) ( )

[ [
( ) ( )

( ) ( ).,0lim

,inf,sup
,,

Z∈∀=

−∞→−∞→+∞→+∞→

+∞→

∞+∞+

k

kk

k

kak
a

σϕ

σϕσϕ

σ

 

Отсюда 

[ [( ) ] [ ( )
[ [( ) ] [ ( ).,0,,

;,,0,
'' −∞→−∞→=∞+

+∞→+∞→=∞+

ka
ka

kkk

kkk

ββϕ
ββϕ

 

Поэтому получаем { } [ [( ).,0\ ∞+=⊂
∈

+ ak
k
ϕ

Z
RR U  Следвательно, для  

[ [( )∞+∈∈=∃∈∀ + ,:, aYkkY
YkY ϕZR  или, другими словами,  

[ [ ( ) ,arg21:, 2

2

2 







−
+−−==∞+∈∃

Y

Y
Y

Y
YkY iBC

iACkYa
Y σ

σπ
σ

σϕσ  

а тогда ( ) .0=∆ YY σ   

 2. Пусть выполнено условие 2.  

( ) ( ) { } .,00ln0Im 2

2

γσ
σ
σ −±∈⇔=

−
+

⇒>+−
iBC
iACBACBA  И при γσ −±=  

уравнение 2

2
2 arg2

σ
σπσ

iBC
iACkY

−
+−=  равносильно уравнению  

,,arg21
2

2

Z  ∈







−
+−= k

iBC
iACkY
σ
σπ

γ
 значит, что ( ) 0,~ =−±∆∈∀ + γYY   R  и при  

( ) RRR ∈∀≠∆∈ ++ σσ ,0,~\ YY  и ( ) ,00 ≠∆Y  так как ( ) CYBAY ++=∆ 0  

( ) ( ) .0Im,2 ≠+













++= BACY

C
BACC  Таким образом ( ) ,~0 γσσ −±=∧∈⇔=∆ +RYY  

что и означает корректность задачи (1���) � (2) при любом ++∈ RR ~\Y  и ее 

некорректность при любом .~
+∈ RY  
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 3. Пусть выполнено условие 3. Тогда .00ln 2

2

=⇔=
−
+ σ

σ
σ

iBC
iAC  Действительно 

( ) ( )[ ] 0Im20ln 222222
2

2

=+−−⇔−=+⇔=
−
+ BACBAiBCiAC

iBC
iAC σσσσ
σ
σ  

и по условию, ( ) 0Im >++− BACBA  и либо ( ) ( ) ,0Im =+− BACBA  либо 

( ) ( ) ,0Im <+− BACBA  и поэтому ( ) ( )[ ] .00Im22222 =⇔=+−− σσσ BACBA  

 Поскольку из того, что ( ) 0=∆ σY  следует, что ,0ln 2

2

=
−
+

σ
σ

iBC
iAC  то 

( ) .0,0,0 ≠∆≠∀>∀ σσ YY  Кроме того, ( ) ( ) .0 2 












++=++=∆ Y

C
BACCCYBAY  Если  

( ) ] [,0,∞−∉+ BAC  то ( ) .0,00 >∀≠∆ YY   Если же ( ) ] [,0,∞−∈+ BAC  то при  

( ) 00,0 =∆+−== YC
BAYY  и ( ) 00 ≠∆Y  при любом .,0 0YYY ≠>  Теорема доказана. 

2.4. Сравнение результатов пп. 2.1� 2.3 

 Сравнивая результаты пп. 2.1� 2.3, мы видим, что для уравнения 

теплопровдности (и обратного уравнения теплопровдности) возмозны следующие 5 

случаев: 

1. Задача (1�) � (2) ((1��) � (2)) корректна в любой полосе. 

2. Задача (1�) � (2) ((1��) � (2)) некорректна в любой полосе. 

3. Задача (1�) � (2) ((1��) � (2)) корректна в любой полосе, кроме одной. 

4. Задача (1�) � (2) ((1��) � (2)) корректна в любой полосе, ширина которой более 

некоторого ,00 >Y  и некорректна в противном случае. 

5. Задача (1�) � (2) ((1��) � (2)) корректна в любой полосе, ширина которой менее 

некоторого ,00 >Y  и некорректна в противном случае. 

Для уравнения Шродингера случай 4 и 5 невозможны; здесь, кроме случаев 1) � 

3), возможен случай, когда з адача (1���) � (2) корректна в полосе за исключением 

набора полос, ширина которых подает в некоторое счетное множество, т.е. при 

( )+∞→+∞→≠ kYYY kk     ,  причем jjkk YYYY −=− ++ 11  для любых k  и .j  
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§ 3. Задача (1) � (2) как �возмущение� двухточечной задачи 

 В этом параграфе мы будем считать Y  - фиксированным, и исследовать вопрос о 

корректности задача (1) � (2) при малых значениях .C  Нам будет удобно обозначать 

условие (2) как (2с) (при 0=C  условие (2о) имеет вид ( ) ( ) ( ),,0, 0 xuYxBuxAu =+  то есть 

двухточечная задача) и вместо ( )σY∆  будем писать ( ).;Cσ∆  Из результатов работы 

[22], задача (1) � (2о) корректна тогда и только тогда, когда ( ) .,00; R  ∈∀≠∆ σσ  

 В пунктах 3.1 и 3.2 этого параграфа мы будем исследовать следующие вопроса: 

1. Пусть задача (1) � (2о) некорректна. Верно ли, что для любого ,0>ε  найдется 

ε<<∈ CC 0,C  такое, что задача (1) � (2с) корректна в ?Π  

2. Пусть задача (1) � (2о) корректна. Верно ли, что для существует 0>ε  такое, 

что,  для любого найдется ε<<∈ CC 0,C  задача (1) � (2с) корректна в ?Π  

Оказалось, что ответ на вопрос 1 положителен тогда и только тогда, когда 

выполнено одно из двух условий: 

( )[ ] ( )[ ] ( )17.1
.0;,0.2

;0.1
                                                

     
     





=∆=+
≠+

σσ iPNNBA
BA

 

Ответ на вопрос 2 всегда положителен.  

Итак,  

( ) ( ){ } ( ){ }
( ) ( )

( )





=++

≠−++
=∆

.0,

,0,1expexp
;

σ

σ
σ
σσ

σ
iPCYBA

iP
iP
iYPCiYPBA

C
                                      

 

В параграфе 1 установлено, что необходимым и достаточным условием корректности 

задачи (1) � (2) является условие ( ) .,0; R  ∈∀≠∆ σσ C  На этом критерии и основано 

проведенное ниже исследование. 

П. 3.1. Возмущение некорректной краевой задачи интегральным членом в 

краевом условии. 

 Здесь мы предположим, что задача (1) � (2о) некорректна, что равносильно 

условиям: 

a) Если ,0≠AB  то ( )[ ] .0; φσ =∆N  

b) Если ( ),00 ≠= BA  то ( ) ;Reinf −∞=σiP
R

 а если ( ),00 ≠= AB  то 

( ) .Resup +∞=σiP
R
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Теорема 1.3.1.1. Пусть задача (1) � (2о) некорректна. Для того, чтобы при 

любом 0>ε  существовало ε<<∈ CC 0,C  такое, что �возмущенная� задача (1) � 

(2с) является корректной, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось одно из 

условий (1.17). 

Доказательство. Необходимость. Путсь условия (1.17) нарушены, то есть, 

0=+ BA  и ( )[ ] ( )[ ] .\0; φσσ ≠∆ iPNN   Путсь ( ) ( ) ( ){ } .0exp0;0 000 =+=∆∧≠ σσσ iYPBAiP  

Следовательно, ( ){ } 1exp 0 =σiYP  и ( ) .,0;0 C  ∈∀=∆ CCσ  Согласно § 1 задача (1) � (2с) 

некорректна (при любом значении ).C∈C  

Достаточность. Согласно § 1, следует доказать возможность такого выбора 

,0, ε<<∈ CC C  что ( )[ ] .; φσ =∆ CN  

 Обозначим  

( )
( ){ }
( ) ( )

( )





=

≠−
=

.0,

,0,1exp

σ

σ
σ
σ

σϕ
iPY

iP
iP
iYP

 

Тогда  

( ) ( ) ( ){ } ( )18.1.exp;                                                              σσϕσ iYPBACC ++=∆  

1. Случай .0=+ BA  Тогда из (1.17) следует, что ( ){ } 1exp =σiYP  лишь при 

( ) .0=σiP  Задача сводится к отысканию такого ,C∈C  что ε<< C0  и ( ) ,0≠+CiBP σ  

,R∈∀ σ  что очевидно, всегда возможно ( ( ){ } .): R∈−∉ σωiBPC  

2. Случай .0≠+ BA  Тогда при [ ] ( ){ }0: =∈=∈ σϕσϕσ RN  имеем 

( ) ,0; ≠+=∆ BACσ  при любом значении ,C∈C  а при [ ]ϕσ N∉  получаем 

( ) ( ) ( ){ }
( ) 0exp; ≠







 ++=∆
σϕ

σσϕσ iYPBACC  

если ( ){ }
( ) ,,exp







 ∈+−∈ Rσ

σϕ
σiYPBAC  так что при любом 0>ε  возможно такой 

выбор ,C∈C  причем ε<< C0 . Теорема доказана. 

 Проиллюстрируем теорему на классических примерах. 

 Пример 1. Задача Коши для обратного уравнения теплопроводности: 

( ) ( ) ( ) ( )xuxu
x

yxu
y

yxu
02

2

0,,,, =
∂

∂−=
∂

∂  
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некорректна. Задача с условием ( ) ( ) ( ) 0,,0, 00
≠=+ ∫ CxudyyxuCxu

Y
 для обратного 

уравнения теплопроводности корректна, если C  такого, что { } ,01exp1 2

2

≠−+
σ
σYC  или 

[ [.0,/1 YC −∉   

 Пример 2. Для уравнения ( ) ( ) ,,,
x

yxu
y

yxu
∂

∂=
∂

∂  задача ( ) ( ) ( )xuYxuxu 0,0, =−  

некорректна и остается некорректной при любом ,C∈C  если краевое условие 

заменяется условием ( ) ( ) ( ) ( ),,,0, 00
xudyyxuCYxuxu

Y
=+− ∫  так как вместе с функцией 

( ),, yxuc  являющейся решением этой задачи при какой-либо ,C∈C  ее решением также 

является функция ( ) ( )yx
Y

yxuc ++ π2cos,  при том же значении .C  В данном случае 

нарушено условие (1.17), ,0=+ BA  но ( )[ ] ( )[ ]σσ iPNN ≠∆ 0; , так как ( )[ ] =∆ 0;σN  

{ } ( )[ ] { } .0,,2 =∈ σπ iPNkk Z  

П. 3.2. Возмущение корректной краевой задачи интегральным членом в 

краевом условии. 

 Теорема 1.3.2.1. Пусть задача (1) � (2о) корректна. Тогда существует 0>ε  

такое, что для любого значения ,0: ε<<∈ CC C  задача (1) � (2с) корректна. 

 Доказательство. Пусть сначала .0=+ BA  Тогда из условия 0>+ BA  следует, 

что ,0≠AB  то есть задача (1) � (2о) является нелокальной. Согласно [22], условие 

корректности такой задачи состоит в том, что ( )[ ] .0; φσ =∆N  Отсюда следует, что 

( ) ,,0 R∈∀≠ σσiP  значит ( ) .0inf >=miP σ
R

 Тогда имеем ( ) ( )[ ] ( ),; σϕσσ iBPCC +=∆  

причем ( ) .,0 R∈∀≠ σσϕ  Выбрав C∈C  из условия ,mBC <  получим трибуемое. 

 Пусть теперь .0≠+ BA  Рассмотрим три случая: 

a) ( ) ;Resup +∞<σiP
R

 б) ( ) ;Reinf −∞>σiP
R

 в) ( ) .1 RR =P  

 Случай a).  Пусть ( ) ( ){ } .expinf;sup 11 σλσϕµ iYPBA+==
RR

 Поскольку из 

корректности задачи (1) � (2о) следует, что ( ){ } ,,0exp R  ∈∀≠+ σσiYPBA  и, кроме 

того, если ( ) ( ),1 +∞→−∞→ σσP  то ,0≠A  так как в противном случае нарушилось 

бы условие (A) И.Г. Петровского, то .01 >λ  Поэтому  
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( ) ( ){ } ( ) 0exp; 11 >−≥−+≥∆ µλσϕσσ CCiYPBAC  при .
1

1

µ
λ<C  

 Случай б).  Пусть  

( ) ( ){ } ( ){ } 0expinf,expsup 22 >−+=+∞<−= σλσσϕµ iYPABiYP
RR

 

(последнее неравенство устанавливается аналогично случаю а)). Тогда 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ){ }σσσϕσσ iYPAiYPCBYPC −+−+=∆ expexpexp; 1      

               ( ){ } ( ) ,0exp 221 >−≥ µλσ CYP  если .
2

2

µ
λ<C  

 Случай в).  Считая ( ) σσ signPsign =1  при +∞→σ , положим  

( ) ( ){ } ( )

( ){ } ( ){ } .expinf;expinf

;sup;expsup

0

''
20

'
2

0

''
21

0

'
2

σλσλ

σϕµσσϕµ

σσ

σσ

iYPBAiYPAB

YP

+=−+=

=−=

≤≥

≤≥  

Тогда получим ( ) ''
2

''
2; µλσ CC −≥∆  при ;0≤σ  ( ) ( ){ } ( )'

2
'
21exp; µλσσ CYPC −≥∆  при 

.0≥σ  Тогда ( ) R∈∀≠∆ σσ ,0;C  при .,min
2

''
2

2

'
2









′′′

<
µ
λ

µ
λC  Теорема доказана. 

 Пример 3. Задача Коши для уравнения теплопроводности 

( ) ( ) ( ) ( )xuxu
x

yxu
y

yxu
02

2

0,,,, =
∂

∂=
∂

∂  

является корректной задачей. Согласно теореме 1.3.2.1 она остается корректной при 

возмущении условия Коши интегральным слагаемым с достаточно малым 

коэффициентом 

( ) ( ) ( ) ( )19.1,0, 00
                                                                 .xudyyxuCxu

Y
=+ ∫  

 Если выбрать C∈C  так, чтобы { } 01exp1 2

2

≠−−−
σ
σYC   ( )R∈∀ σ , то задача 

(1.19) для уравнения теплопроводности корректна. Подсчет показывает, что C  следует 

выбрать из условия 
Y

C 1<  поскольку  C  следует выбрать из условия 

{ }

{ } ,1exp1sup 2

2

0\
<−−

σ
σYC

R
 что равносильно .1

Y
C <  
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ГЛАВА 2. Асимптотические корректные задачи 
В настоящей главе даны критерии асимптотической корректности задачи (1) � (2) при 

0+→Y  (то есть ее корректности при всех малых значениях )0>Y  и +∞→Y  (то есть 

ее корректности при всех достаточно большх значениях )0>Y . В качестве следствия 

полученных результатов отметим тот факт, что для любого уравнения вида (1) в полосе 

Π  существует корректная задачи (1) � (2).  

 В первом параграфе этой главе дано определение асимптотической корректной 

задачи (1) � (2), а затем приедены некоторые примеры. Во втором и третьем параграфах 

даны критерии асимптотической корректности задачи (1) � (2) при 0+→Y  и +∞→Y  

соответственно. Доказательство полученных результатов базируется на критерии 

корректной разрешимости задачи (1) � (2).  

 

§1. Основные определения и примеры 

 Определение 2.1.1. Задачу (1) � (2)  назовем асимптотически корректной 

при 0+→Y  или АК −0 задачей, если существует такое ,00 >Y  что при любом значении 

],0] 0YY ∈  задача (1) � (2) корректна. 

Определение 2.1.2. Задачу (1) � (2)  назовем асимптотически корректной при 

+∞→Y  или АК −∞ задачей, если существует такое ,00 >Y  что при любом значении 

0YY ≥  задача (1) � (2)  корректна. 

 В случае задачи Коши ( ),0==CAB  условие (A) И.Г. Петровского показывает, 

что факт корректности этой задачи не зависит от ширины полосы ,Y  а лишь от 

алгебрайческих свойств полинома ( ),σiP  то есть условие (A) является одновременно 

критерием АК −0 задач и АК −∞ задач. Поэтому впредь мы будем считать, что 

.0>+ CAB  

Пример 2.1.1. Пусть уравнение (1) есть уравнение теплопроводности, то есть, 

( ) ( ) ,,,
2

2

x
yxu

y
yxu

∂
∂=

∂
∂  

а в условии (2)  

( ) .1/,0,0,0ImIm,0:,, −<><==≠+∈ BACBCACBCABAABCCBA C  
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  Тогда в силу теоремы 1.2.1.4 (случай уравнения теплопроводности), 

видно, что задача (1) � (2) для уравнения теплопроводности при указанных условиях на 

C∈CBA ,,  является АК −0 задачей, но не является АК −∞ задачей. 

 Пример 2.1.2. Если уравнение (1) является обратным уравнением 

теплопроводности, то есть,  

( ) ( )
2

2 ,,
x

yxu
y

yxu
∂

∂−=
∂

∂  

и параметры, входящие в условие (2) такие, что  

( ) ,01,0,0,0ImIm,0 <<−><==≠+
B
ACBCACBCABAABC  

то теорема 1.2.2.4 (случай обратного уравнения теплопроводности) показывает, что 

полученная задача является АК −∞ задачей, но не является АК −0 задачей. 

 Пример 2.1.3. Если уравнение (1) представляет собой уравнение Шродингера, 

т.е. 

( ) ( )
2

2 ,,
x

yxui
y

yxu
∂

∂=
∂

∂  

и параметры C∈CBA ,,  такие, что ( ) ( ) ( ) ,0Im,0 <++≠+ BACBABAC  то согласно 

теореме 1.2.3.3 (случай уравнения Шродингера теплопроводности) эта задача является 

АК −0 задачей и АК −∞ задачей. 

 Следующий пример 4 показывает, что задача (1) � (2), будучи корректной при 

некоторых значениях ,0>Y  не является ни АК −0 задачей , ни АК −∞ задачей. 

 Пример 2.1.4. Для уравнения 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1.2,,,
2

2

yxu
x

yxu
x
xyu

y
yxui −

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂  

при условии 

( ) ( ) ( ) ( )2.2,,0, 0
2                                                                            xuYxuxue =−  

имеем ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }











++−=∆∈∀≠++= − 2212 1exp;,01 σσσσσσσσ iYeiPiiP YR , 

откуда ( ) ( ) .,2120 2 Z  ∈+++=⇔=∆ kkiYYY πσσσ  Таким образом, условие ( ) 0=∆ σY  

равносильно системе 
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( )3.2
.,01

2

2                                                                                          
Z  









∈=++

=

kk

Y

π
σ

σ
σ  

Решая эту систему, получим две последовательности ( )kk Y,σ  и ( ),, ''
kk Yσ  где  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ).,1122;,111
42

;,1122;,1111
42

'
'

22
'

22

+∞→+−==+∞→+−=−−−=

+∞→+==+∞→+=−+−=

kO
k

YkOkkk

kOkYkO
k

kk

k
kk

k
kk

            

            

πσ
πππσ

π
σπ

ππσ
 

Выбирая в первом случае ,+∞→k  а во втором случае ,−∞→k  получим 

( ){ } ( ) ( ){ } ( )−∞→+∞→ kYkY kkkk         '' ,, σσ  такие, что ( ) ( ) .0'
' =∆=∆ kYkY

kk
σσ  Значит, при 

kYY =  и при '
kYY =  задача (2.1) � (2.2) некорректна. При остальных значениях 0>Y  

система (2.3) решений R∈σ   не имеет, значит ( ) ,,0 R  ∈∀≠∆ σσY  и задача (2.1) � (2.2) 

корректна. 

( ) ( ) ,0''':'',',0'',''',0 '''000 =∆=∆∈∃><∃∧>∃>∀ σσσσ YYYYYYYY R     

Что и показывает, что полученная задача не является не АК −0 задачей , не 

АК −∞ задачей. 

 В главе 3 мы докажем, что { } ,,\ 1
' +∞

=+∈∀ kkk YYRY   указанная выше задача является 

корректной. 

 

§1. АК −0 задачи 

 В этом параграфе мы бубем различать следующие случаи: 

2.1. случай ( ) ;constPiP =≡σ   

2.2. случай  ( ) ;,0 constiPBA ≠=+ σ    

2.3. случай  ( ) ;,0,0 constiPCBA ≠=≠+ σ        

2.4. случай  ( ) ( ) ( ) ;,0,0 21 constPPBAC ≠≡≠+ σσ        
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2.5.  случай  ( ) ( ) ( ) ;,0,0 12 constPPBAC ≠≡≠+ σσ         

2.6.  случай  ( ) ( ) ( )σσ 21 PPBAC    +  не нулевая функция.  

2.1. Случай ( ) .constPiP =≡σ  

 Теорема 2.2.1. Пусть ( ) .constPiP =≡σ  Для того, чтобы задача (1) � (2) была 

АК −0 задачей, необходимо и достаточно, чтобы .0>+++ BPCBA  

 Доказательство. В этом случае, ,0>Y  имеем 

( )
( ) { } ( )







=++

≠−−+
=∆≡∆

                                  

      

.0,

,0,exp

PCYBA

P
P

APCYPBPC
YY σ  

 Необходимость. Если ,0=+++ BPCBA  то при ,0=P  имеем 

( ) ,0=++=∆ CYBAY σ  а тогда задача (1) � (2) некорректна каково бы не было .0>Y  

 Пусть .0≠P  Тогда ( ) ( ) { } ,01exp =−+++=∆≡∆
P
YPBPCBAYY σ  а тогда задача 

(1) � (2) некорректна каково бы не было .0>Y  

 Достаточность. Пусть .0>+++ BPCBA  Если ,0=P  то ,0≠++=∆ CYBAY  

,0>∀ Y  кроме, возможно, одного ,
C

BAY +−=  что и означает, что задача (1) � (2) 

является АК −0 задачей. 

 Пусть .0≠P  Тогда ( ) { } ( ) .0exp0,0 =−−+⇔=∆>∀ APCYPBPCY Y  Если 

,0=+ BPC  то ,0≠+ BA  а тогда ( ) .0/ ≠+=−−=∆ BAPAPCY  Если ,0=− APC  то 

( ) { } ( ) { } ,0expexp1 ≠+=+=∆ − PBAYPBPCPY  т.к. если 0=+ BA , то ,0=−=+ APCBPC  

а тогда ,0=+++ BPCBA  что противоречит предположению. 

 Рассмотрим случае, когда ( )( ) .0≠−+ APCBPCP  В этом случае 

( ) ,,2lnln0 0 Z∈++
+
−=

+
−=⇔=∆ kki

BPC
APC

BPC
APCYPY πϕ  

где .arg0 BPC
APC

+
−=ϕ  Отсюда приходим к тому, что задача (1) � (2) может быть 

некорректна лишь для некоторой последовательности .+∞→kY  Поэтому она являеттся 

АК −0 задачей. Теорема доказана. 
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 Замечание. Из доказательства теоремы (достаточность) нетрудно видеть, что 

если ,0>+++ BPCBA  то задача (1) � (2) обладает одним из трех свойств: 

a) корректна при всех значениях ;0>Y   

б) корректна при всех значениях ,0>Y  кроме одного, ;0YY =  

в) корректна при всех значениях ,0>Y  кроме некоторой последовательности  

( ).∞→+∞→ kYk  

 Впредь ( ) .0deg >σiP  

2.2. Случай  ( ) .,0 constiPBA ≠=+ σ    

 Теорема 2.2.2. Пусть ( ) .0deg,0 >=+ σiPBA  Тогда задача (1) � (2) является 

АК −0 задачей тогда и толька тогда, когда выполнены два условия: 

a) ;4 φ=N   б) ( ) 01 ≠σP  тождественно. 

 Доказательство. Необходимости. Если ,40 N∈σ  то и 30 N∈σ  а тогда 

( ) .0,00 >∀=∆ YY σ  Если ( ) ,01 ≡σP  то выбираем 0>Y  и R∈σ  из условия 

( ) ,2/2 Z∈πσYP  и тогда ( ){ } ,1exp =σiYP  откуда (при ( ) )02 ≠σP  получаем ( ) .0=∆ σY  

Ясно, что 0>Y  и R∈σ  можно выбрать так, чтобы 0>Y  было сколь угодно малым. 

 Достаточность. В данном случае  

( )
[ ]

( )( ) ( ){ }[ ]
( ) [ ]  

     

                                                 







∉−+
∈

=∆
.,1exp
,,

PN
iP

iYPiBPC
PNCY

Y σ
σ

σσ
σ

σ  

Поскольку ,4 φ=N  то в случае [ ] φ≠PN  имеем ,0≠C  и потому ( ) 0≠∆ σY  при 

[ ].PN∈σ  Кроме того, при 1N∈σ  также ( ) 0≠∆ σY  (при любом 0>Y ). Наконеч, если 

,\ 21 φ≠NN  обозначим ( ){ } ;0\:sup 212 >=∈ pNNP σσ  тогда при ] ]
p

YYY π2,,0 00 =∈  и 

21 \ NN∈σ  снова получем ( ) 0≠∆ σY . На основании определения 2.1.1. и теоремы 

1.1.1.1 заключаем, что теорема 2.2.2 доказана. 
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2.3. Случай  ( ) .,0,0 constiPCBA ≠=≠+ σ       

 Замечание 1. Во всех дальнейших теоремах § 2 мы будем считать .0≠+ BA  

Тогда для любого ,00 >σ  можно найти ( ) 0000 >= σYY  так, что ( ) 0≠∆ σY  при 0σσ ≤  и 

] [.,0 0YY ∈  Это следует из равномерного на множестве 
0

\ σRR  стремления функции 

( )σY∆  к числу BA+  при .0+→Y  

 Теорема 2.2.3. Пусть ( ) .0deg,0,0 >=≠+ σiPCBA     Тогда задача (1) � (2) 

является АК −0 задачей тогда и только тогда, когда выполнено хотя бы одно из 

следующих условий: 

1) ( ) ;01 ≠= constP σ  

2) ( ) ( )σαασα 11 ,,0 PBAP +−=≡  не тривиальная функция; 

3) ( ) ;,,01 BAP −=+∞→< ασσα  

4) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ;,,degdeg,,0
1

2
121 BAconst

P
PPPP −=≠≤±∞→> α
σ
σσσσσα  

5) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] .,2//arg/ln,,,0 121 BABABAPPP −=∉−−≡±∞→> απλσλσσσα Z  

 Отметим, что ,0≠AB  так как 0=C  и .0>+ CAB  

 Доказательство. Необходимость. Невыполнение условий 1) � 5) означает, что 

либо а) ( ) ;01 ≡= σα P  либо   б) ( ) ( ) ( ) ( );0,degdeg 112 +∞→>> σσασσ PPP  либо   в) 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) .0,2/arg/ln, 112 ±∞→>∈−−≡ σσαλσλσ PBABAPP Z  

 В случае а) при [ ],PN∈σ  имеем ( ) ( ){ } { }[ ] ,expexp 02 ϕσσ iiYPBY −=∆  где 

] [ .2,00 πϕ ∈  При любом 0>Y  находим Z∈k  и ( ) R∈= Yk,σσ  из условия 

( ) .202 πϕσ kYP +=  Тогда ( ) .0=∆ σY  

 В случае б) находим сначала решение kσσ =  уравнения ( ) ( )[ ]πϕσσ kPP 2012 +=  

такое, что +∞→kσ  при +∞→k  (соотв. −∞→kσ ), если ( ) 01 >σσP   при +∞→σ  
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(соотв., при −∞→σ ). Положив затем ( ) BA
P

Y
k

k /ln1
1 σ

= , получим 0+→kY  и 

( ) .0=∆ kYk
σ  ( )




+→= 0/ln1

1

BA
P

Y
k

k σ
 в силу условия ( ) 01 >σαP  в соответствующем 

направлении 



.  

 В случае в) при любом достаточно малом 0>Y  находим ( ) R∈= Yσσ  из 

условия ( ) ./ln1
1 BAYP −=σ  Тогда ( )( ) ,0=∆ YY σ  так как в этом случае, 

( ) ( )±∞→> σσα   01P  и  

( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ] ./arg/ln

2
1

,,/arg2
,/ln

0
1

1 Z
Z  

∈−−⇒




∈−+=
=

⇔=∆ BABA
kBAkYP

BAYP
Y λ

ππσλ
σ

σ  

Но в рассмотриваемом случай, ( )[ ] Z∈−− BABA /arg/ln
2
1 λ
π

, значит, что ( ) ⇔=∆ 0σY  

( ) ./ln1 BAYP =σ  

 Достаточность. При ,0=C  имеем ( ) ( ){ } .exp σσ iYPBAY +=∆  

 Пусть выполнено условие 1). Тогда ( )σ1expYPBA ≠  при достаточно малых 

,0>Y  и поэтому ( ) .0≠∆ σY  

Пусть выполнено условие 2) и ( )σα 1,0 P=  нетривиальная функция. Тогда 

( ) ( ){ } { }[ ] { }( )00 exp/,0expexp ϕϕσσ iBAiiYPBY =≠−=∆  при .1N∈σ  Но с учетом 

замечания 1, мы можем ограничиться рассмотриванием лишь больших значений .σ  

Отсюда мы получаем требуемое. Если же ( ) ,0,0 1 ≡≠−= σα PBA  то неравенство 

( ) ( ){ } ,0exp 2 ≠+=∆ σσ iYPBAY  R∈∀ σ  очевидно.  

 Пусть выполнено условие 3). Тогда ( )σ1YP  и BA /ln  при 0>Y  и 
0σσ R∈  

( −> 00σ достаточно велико) имеют различные знаки, откуда ( ) 0≠∆ σY  при 
0σσ R∈  и 

при .0>Y  
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 При выполнении условие 4), если ( ) ,0~ =∆ σY   то ( ) BAYP /ln~
1 =σ  и ( ) += 02

~ ϕσYP  

( ),/arg,,2 0 BAkk −=∈ ϕπ Z  откуда 

( ) ( )( ) ( )4.2.,2~/ln~
012                                                                             Z∈+= kkPBAP πϕσσ  

 Но ( ) ( ) constPP ≠σσ 12 /  и ( ) ( ),degdeg 12 σσ PP ≤  значит, что функция ( ) ( )σσ 12 / PP  

строго монотонна и ограничена на множествах +
0

R
σ

 и −
0

R
σ

 при достаточно большом 

.00 >σ  Поэтому равенство (2.4) при 
0σσ R∈  невозможно. Это доказывает 

достаточность условия 4). 

 Наконец, при выполнени условия 5) равенство (2.4) заменяется равенством 

,,2/ln 0 Z∈+= kkBA πϕλ  которое не может выполняться по условию. Тем самым 

теорема доказана. 

2.4. Случай  ( ) ( ) ( ) constPPBAC ≠≡≠+ σσ 21 ,0,0        

Теорема 2.2.4. Пусть ( ) ( ) .0,0 1 ≡≠+ σPBAC     Тогда для того, чтобы задача (1) 

� (2) была АК −0 задачей, необходимо и достаточно, чтобы ( ,02 BA −=>+ αβα  

( )).Im2 BAC +=β  

 Доказательство.  Необходимость. Пусть .02 == βα  Условие ( ) 0=∆ σY  в данном 

случае равносильно системе уравнения 

( ) ( )
( ) ( ) ( )5.2

,,2
,

02

22                                                                                    
Z  




∈+=
+=−

kkYP
iBPCiAPC
πσϕσ

σσ
 

( )( ( ) ( ) ,0;,1/arg0 ≠+∞→+−= ABOBA σσϕ  так как 0≠+ BA  и )0=−= BAα . 

Действительно, для достаточно больших значениях ( ) 0, ≠∈ σσ iP  R  и  

           

( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( )( )[ ]

( ) ( )
( )

( )
( ) Z∈








+
−++

+
−=⇔

=−++=∆

k
iBPC
iAPCki

iBPC
iAPCiP

iAPCiYPiBPC
iPY

,arg2ln

0exp1

2

2

2

2
2

222
2

σ
σπ

σ
σσ

σσσ
σ

σ
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( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) .,arg2

,arg20ln

2

2
222

2

2
2

2

2

Z

Z

∈
+
−+=∧+=−⇔

∈
+
−+=∧=

+
−⇔

k
iBPC
iAPCkYPiBPCiAPC

k
iBPC
iAPCkYP

iBPC
iAPCi

σ
σπσσσ

σ
σπσ

σ
σ

 

Но первое уравнение системы (2.5) является тождеством, а второе имеет решение 

( ) ±∈=
0

, σσσ RYk  при любом 0>Y  и достаточно большом Z∈k  ( ( )σ2signPksign =  при 

.)
0

±∈ σσ R  

 Достаточность. Первое из уравнений (2.5) не имеет решений 

−>∈ ± 0, 00
σσ σR достаточно велико. Это очевидно, если переписать это уравнение в 

виде: ( ) ( ) .02 22
2

2
22 =−






 − βσσ iPPBA  Теорема доказана. 

2.5. Случай  ( ) ( ) ( ) constPconstPBAC ≠≡≠+ σσ 12 ,,0        

 Теорема 2.2.5. Пусть ( ) ( ) ( ) .,0,0 12 constPPBAC ≠≡≠+ σσ        Тогда задача (1) � 

(2) является АК −0 задачей тогда и только тогда, когда выполненяется одно из 

условий: 

1) ( ) ;0ImIm >++ BABAC  

2) ( ) ;0Re,0ImIm >==+ BABABAC  

3) ( ) ( ) ( ) ( );0,0Re,0ImIm 1 +∞→>+<==+ σσPBBABABABAC  

4) ( ) ( ) ;0,0Im >+==+ BACABBAC  

5) ( ) ( ) ( ) ( ).,0,0Im 1 +∞→<−==+ σσPBAABBAC  

 Доказательство. При достаточо большом 0σ  и 
0

Rσσ ∈  имеем 

( ) ( ){ } ( )
( ) ( )6.2.exp0
1

1
1                                                                 

σ
σσσ

BPC
APCYPY +

−
=⇔=∆  

 Необходимость. Пусть 0≠AB  и нарушены условия 1) � 3). Тогда ,0Re <BA  

( ) 0ImIm ==+ BABAC  и скажем, ( ) ( ) .lim 1 −∞=+
+∞→

σ
σ

PBBA  Обозначив  

( ) ( )[ ]
( ) ,
1

1

B
A

BPC
APC +

+
−=

σ
σσε  получим ( ) ( ) ( ).1 +∞→= σσε O  Кроме того, 0>−

B
A  и потому 

( ) ( ) ( )7.2.1ln 2                                                           BABsign
B

BBAsign
B
Asign +−=













 +−=





−  
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Поскольку ( ) ( ) 01 <+ BABP σ  при ,+∞→σ  то ( ) ( ) 0/ln1 >− BAP σ  при .+∞→σ  Отсюда 

следует, что уравнение в правой части (2.6) имеет решение 

( )
( )
( ) ( ) ( ) ( ).ln1ln1

11

1

1

+∞→





 +−=

+
−= σσε

σσ
σ

σ B
A

PBPC
APC

P
Y  

 Если 0,0Im <== CBCBA  и ( ) ( ),01 ±∞→< σσP  то решение Y  уравнения 

(2.6) принимает вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).0ln1
11

±∞→+→∧
+

== σσ
σσ

σ Y
BPC
C

P
YY  

 Аналогично, при 0,0Im <== CACAB  и ( ) ( ),01 ±∞→> σσP  для уравнения 

(2.6) получаем 

( ) ( )
( ) ( ).0ln1 1

1

±∞→+→−== σσ
σ

σ
C
APC

P
YY  

 Достаточпость. Пусть выполнено условие 1). Из замечания 1), соотношения 

(2.6) и неравенство 
( )
( ) ( )

0
0ln

1

1
σσ

σ
σ R  ∈≠

+
−

BPC
APC

 заключаем, что ( ) .,0 R  ∈≠∆ σσY  

       При выполнении условие 2) имеем ( )
( ) ( ) ( )+∞→+−=

+
− σ

σ
σ 12

1

1 O
B

BA
BPC
APC  и можно  

Снова воспользоваться замечанием 1) и  соотношением (2.6). 

        При выполнении условие 3) уравнение (2.6) не имеет решений при больших 

значениях σ  и ,0>Y  так как ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) 01)/lnln 1
1

1
1 <+−=

+
− BAP

BPC
APCP σ

σ
σσ  (мы 

воспользовались (2.7)). 

 Пусть выполнено условие 4) и .0=A   Тогда 0,0Im >= CBCB  и если 

( ) ( ),01 +∞→> σσP  то ( ){ } ( ),1exp 1 σσσ +→>YP  тогда как ( ) ,1
1

<
+ σBPC

C  а если 

( ) ( ),01 +∞→< σσP  то ( ) ( ),0
1

+∞→<
+

σ
σBPC

C  а ( ){ } ( ),0exp 1 σσσ +→>YP  что 

ведет к неразрешимости (2.6). 

 При 0,0Im,0 >== CACAB  и если ( ) ( ),01 +∞→> σσP  то ( ){ } 0exp 1 >σYP  

( ),+∞→σ  тогда как ( ) ,01 <−
C
APC σ  а если ( ) ( ),01 +∞→< σσP  то ( ){ } 1exp 1 <σYP  

( ),+∞→σ  а 
( )

11 >−
C
APC σ  ( ),+∞→σ  ведет к неразрешимости (2.6). 
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 Пусть, наконец, выполнено условие 5) и .0=A  Тогда из ( ) ( ) 01 <− σPBA  

( )+∞→σ  получаем ( ) 01 >σP  ( )+∞→σ . Выберем 00 >σ  из условия ( ) BAP /01 =>δσ  

при .
0σσ R∈  Тогда при 

0σσ R∈  получим ( ) ( ){ } ( )[ ] .0/exp 11 >−≥∆ σσσ PCBYPY  Если 

же ,0=B  из [ ] ( ) ( ),01 +∞→<− σσPBA  получаем ( ) 01 <σP  ( )+∞→σ . Выберем 

00 >σ  из условия ( ) BAP /01 =>− δσ  при .
0σσ R∈  Тогда при 

0σσ R∈  получим 

( ) ( ){ } ( )( ) ( ){ } ( ) .0/expexp 1111 >+≥−−−=∆ σσσσσ PCACYPAPCYPY  

Тем самым теорема доказана. 

2.6. Случай  ( ) ( ) ( )σσ 21 PPBAC    +  не нулевая функция, ( ) constiP ≠σ  

Лемма 2.2.6.1. Пусть ( ) ( ) ( )σσ 21 PPBAC    +  не нулевая функция, 

( ) ( ) 0,degdeg 12 >+= mmPP σσ  или .0== ABm  Тогда ( ) :0, 0 >∃∈∀ λσλ   R  на 

каждом из множеств ( ),0

±
λσR  функция  

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )σ
σλ

σ
σ

σ
σσ

iBPC
iAPC

iBPC
iAPC

P
Pg

+
−+

+
−= argln

1

2  

Строго монотона. 

 Доказательство.  Пусть −>∈ 0, 0σλ   R достаточно велико, так, чтобы 

1) На ,
0σR  ( ) ( ) ( ) 














 +−≡

_________

1 Im σσσ iBPCiAPCh  и  

( ) ( ) ( ) 













 +−≡

_________

2 Re σσσ iBPCiAPCh  имеют постоянные знаки . 

2) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) .0, 210
≠+−∈∀ σσσσσ σ iBPCiAPCPP  R  Тогда можно писать 

( ) ( ) ( ) ( ),arctanln 321 σλσσσ qqqg +=  
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где ( )−σjq рациональные функции, .3,2,1=j  Если ( ) ,1 constq =σ  то ( ) ( )−= σσ 4' qg  

рациональная функция, причем ( ) ,04 ≠σq  так как ( ) .constg ≠σ  А тогда 

( )[ ] ,:
1401 φσσσ σ =>∃ RIqN  а тогда, при ( ) ,10 σλσ =  получаем требуемое. 

 Если же ( ) ,1 constq ≠σ  то ( ) φσσσ σ =






>∃
2

'
102 : RIqN  и на ,

2σR  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) .0cos,ln' '
111

'
152

'
1 ≠⇒≠≡+= σσσσσσσσ gntggqqqqg  

Но ( )−′ σg есть рациональная функция ( ) :20 σλσ ≥∃⇒ ( )[ ] ( ) ,
01 φσ λσ =′ RIgN  

следовательно, на каждом из множеств ( )
−

λσ0
R  и ( )

+
λσ0

R  функция ( )σg  строго монотона. 

Тем самым, лемма доказана. 

 Теорема 2.2.6. Пусть ( ) ( ) ( ) ( ) .0deg,021 >≠+ σσσ iPPPBAC  Тогда задача (1) � 

(2) является АК −0 задачей тогда и только тогда, когда выполненяется хотя бы одно 

из условий: 

1) ;0=−= BAα  

2) ( ) ( ) ;,01 +∞→<− σσPBA  

3) ( ) ( );degdeg 12 σσ PP <  

4) ( ) ( ).degdeg,0 12 σσ PPAB =≠  

 Доказательство. Необходимость. Нарушение всех условий 1) � 4) означает, что 

( ) ( ) BAP −=±∞→> ασσα ,01  (пусть для определенности ( ) 01 >σαP  при +∈
0

Rσσ ) и 

либо ( ) ( ),degdeg 12 σσ PP >  либо ( ) ( ) .0degdeg 12 ==− ABPP σσ  В обоих случаях функция 

( ) ( )
( )

( )
( )σ
σ

σ
σσϕ

iBPC
iAPC

P
P

+
−= ln

1

2  монотона (в силу леммы 2.2.6.1) стремится к ∞+  или к ,∞−  

поэтому уравнение  

( ) ( )
( ) ( )8.2,2arg                                                                  Z∈=

+
−− kk

iBPC
iAPC π
σ
σσϕ  

Имеет решение kσ  при −∞→k  или к ∞+ , ,Z∈k  причем .+∞→kσ  Поскольку 

( ) ( ),01 +∞→> σσαP  то ( )
( )
( ) ( ).0ln1

1

+∞→+→
+
−= k

k

k

k
k iBPC

iAPC
P

Y σ
σ
σ

σ
    При этом 

( ) ,0=∆ kYk
σ  так как 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ){ } ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ).,,00

0exp

ln2arg

43

34

1

σσσσσσ
σσσ
σ
σσπ

σ
σσϕ

iBPCPiAPCPiP
PiPYP

iBPC
iAPCPYk

iBPC
iAPC

kkY

kkkk

k

k
kk

k

k
k

k
+≡−≡≠=∆⇔

=−⇔
+
−=∧=

+
−−

 

 Достаточность. Если [ ],~
0 YN ∆∈ Iσσ R  то σ~  является решением уравнения 

(2.8) при некотором .Z∈k  В силу леммы 2.2.6.1 левая часть (2.8) является строго 

монотонной функцией на множествах ±
0σR  при достаточно большом ,0σ  откуда 

следует, что (2.8) не имеет решений на ,
0σR  если функция ( )σϕ  ограничена при 

.+∞→σ  Именно так обстоит дело при выполнении хотя бы одного из услови 1), 3) 

или 4). При выполнении условия 2) имеем, при ,
0σσ R∈  ( )

( )
( ) ,0ln1

1

<
+
−

σ
σ

σ iBPC
iAPC

P
 что 

влечет ( ) 0≠∆ σY  при 0>Y  и .
0σσ R∈  С учетом замечания 1, получаем требуемое. 

Теорема доказана. 

 

§ 3. AK −∞ задача 

 Настоящий параграф мы разобъем на следующие пункты: 

3.1. случай ( ) ;constPiP =≡σ  

3.2. случай  ( ) ;0deg,0 >=+ σiPBA     

3.3. случай  ( ) ;0deg,0,0 >=≠+ σiPCBA        

3.4. случай  ( ) ( ) ( ) ;0deg,0,0 21 >≡≠+ σσ PPBAC        

3.5. случай  ( ) ( ) ( ) ;0deg,0,0 12 >≡≠+ σσ PPBAC        

3.6.   случай  ( ) ( ) ( ) ;0deg,0 12 >≠+ σσ PPBAC   

3.7. случай ( ) ( ) ( ) .0deg,0, 2111 >≠+== σσ PPBACconstPP  

3.1. Случай ( ) ;constPiP =≡σ  

 Теорема 2.3.1. При ( ) ,0≡σiP  задача (1) � (2) является AK −∞ задача тогда и 

толька тогда, когда .0>++ CBA  При ( ) ,0≠== constPiP σ  задача (1) � (2) является 

AK −∞ задача тогда и толька тогда, когда выполнено одно из условий: 

1) ( ) ;0Re,0 ≠−=+ PAPCBA    

2) ( )( ) ;0,0 =+−≠+ BPCAPCBA    
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3) ( )( )( ) ;0Re ≠+−+ PBPCAPCBA  

4) ( )( )( )( ) ;0Re,0 22 ==≠++−+ αββα PBPCAPCBA    

5) ( )( )( ) ( ) .0Re,0Im2 =≠−+−+ PPBPCAPCBA   γαβ  

(напомним, что ( ) 0,2,Im, 22
2

2 ≠
−

−=+=−= αβγβα        
BA

BACBA ). 

 Доказательство. При ( ) ,0≡σiP  утверждение теоремы следует из формулы 

( ) .CYCAY ++≡∆ σ  

 Пусть ( ) .021 ≠+≡ iPPiP σ  

 Необходимость условий 1) � 5). Если ,0=−=+ APCBA  то ( ) ,0≡∆ σY  а если 

,01 ==+ PBA  то ( ) ,0≡∆ σ
kY  при .,2

2

Z   ∈= k
P
kYk
π  Значит, задача (1) � (2) не является в 

этих случаях AK −∞ задачей. При 0≠+ BA  нарушение условий 2) � 5) означает, что 

,01 =P  ( )( ) 0≠+− BPCAPC  и либо ,,0 22 γαβ =≠ P  либо .02 == βα  В обоих случаях 

имеем: ( ) { } ] [,2,0,exp 00 πϕϕ ∈+=− iBPCAPC  откуда 

( ) ( ) { } { }[ ]20
1

2 expexp iYPiAPCPY −−≡∆ − ϕσ  и при ( ) ,,20
1

2 Z∈+== − kkPYY k πϕ  получаем 

.0≡∆
kY  

 Достаточность. Поскольку ( ) { }[ ],exp1 YPBPCCAPPY ++−=∆ −  то 

достаточность условия 1) очевидна. При 0≠+ BA  имеем ,0>++− BPCAPC  откуда 

следует достаточность условия 2). Если выполнено условие 3), то 0≠∆Y  при 

.ln1
1 P

BPC
ACPY

+
−> −  Если ,01 =P  то ,0 BPCAPCY +=−⇒=∆  или 

( ) ,02 2
22

2 =+− βBAP  что невозможно при выполнении условий 4) или 5). Теорема 

доказана. 

 В дальнейшим ( ) .0deg >σiP  

3.2. Случай 0=+ BA  

Теорема 2.3.2. Пусть 0=+ BA . Задача (1) � (2) является AK −∞ задачей тогда и 

толька тогда, когда выполнены условия: .411 φ=∧⊂ NNN         

 Доказательство. Необходимость. Пусть .40 N∈σ  Если при этом [ ],0 PN∈σ  то 

,0=C  и ( ) ;0,00 >∀=+=∆ YBAY   σ  то же самое верно и при ( ) ,00 ≠σiP  так как 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }[ ] .01exp 0040
1

0 =−=∆ − σσσσ iYPPiPY  Если ,\ 210 NN∈σ  то ( ) 00 =∆ σ
kY  при 

( )02

2
σ
π

P
kYk =  (здесь Z∈k  любое, что ( ) 002 >σkP ). 

 Достаточность. При [ ]PN∉σ  имеем ( ) 01 ≠σP  (так как )21 NN ⊂  и ( ) =∆ σY  

( ) ( ) ( ){ }[ ] 01exp4
1 ≠−− σσσ iYPPiP  при любом ,0>Y  поскольку ( ) ( ) .041 ≠σσ PP  Если же 

( ) ,00 =σiP  то 0≠C  (так как )4 φ=N  и ( ) .00 ≠=∆ CYY σ  Теорема доказана. 

3.3. Случай 0,0 ≠+= BAC   

 Теорема 2.3.3. Пусть .0,0 ≠+= BAC   Тогда задача (1) � (2) является 

AK −∞ задачей тогда и толька тогда, когда выполненяется хотя бы одно из следующих 

условий: 

1) ;1 φ=N  

2) ;0 21 NNBA ⊂∧=−=α  

3) ( ) ;00 1 ≡∧≠ σα P  

4) ( ) ( ) ( )σλσσα 121 ,0 PPconstP ≡=≠    и либо ,argln
2
1 Z∉














−−

B
A

B
Aλ

π
 либо для любого 

10 N∈σ  выполняется неравенство 

( ) ( ) ( )9.2;0~11 01                                                                                        <











−+ σα Pq  

5) ( ) ( ) ( )[ ] ( )R   ∈∀=≠− λσλσσα 0121 constPPP  и для любого 10 N∈σ  либо выплняется 

неравенство (2.9), либо .12 qq ≥  

 Доказательство. В данном случае ( ) ( ){ } ,0,exp ≠+≡∆ ABiYPBAY   σσ  и равенство 

( ) 0=∆ σY  можно записать в виде равносильной системы двух уравнений: 

( )

( )
( )10.2

,2

,ln

02

1                                                                                              







+=

=

πϕσ

σ

kYP
B
AYP

 

где .,arg0 Z  ∈





−= k

B
Aϕ   
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  Необходимость. Если ,\0 210 NN∈∧= σα  то ( ) ,00 =∆ σY  при ( ) ,02
02

0 >+==
σ

πϕ
P

kYY k  

.Z∈k  Если ( ) ( ) ( ) ( ) ,,ln2,,0 0

1

0001021 Z       ∈+=≡=≠
−

k
B
AkPPconstP πϕλσλσσα   то 

находим 10 N∈σ  для которой нарушается условие (2.9). Тогда для любого достаточно 

болььшом 0>Y  можно найти в окрестности точки 0σ  решение ( )Yσσ =  первого 

уравнения системы (2.10). Второе уравнение (2.10) при ( )Yσσ =  и 0kk =  также 

удовлетворяется (в силу значения 0λ ). Значит ( )( ) .0=∆ YY σ  Наконец, если 

( ) ( ) ( )[ ] ( ),0121 R   ∈∀=≠− λσλσσα constPPP  то находим значение ,10 N∈σ  для которого 

12 qq <  и нарушено неравенство (2.9). Далее находим последовательность 

( )±∞→→ ±± kk   0σσ  такие, что ( )
( ) .2ln 0
1

2 πϕ
σ
σ k

B
A

P
P

k

k +=±

±

 Нарушение неравенство (2.9) 

влечет неравенство ( ) ( )00ln 01 ±→> σσσ   P
B
A  и потому хотя бы одна из двух 

последовательности ( )
B
APY kk ln1

1
±−± = σ  удовлетворяет условию .+∞→±

kY  Из (2.10) 

заключаем, что ( ) .0=∆ ±
± kYk
σ  

 Достатоность. 1) Пусть .1 φ=N  Тогда, очевидно, что ( ) ,0≠∆ σY  при 

достаточно больших ,0 R∈∧> σY  поскольку ( ){ } .,exp 1 R  ∈∀− σσYPBA  

 При выполнении 2) первое уравнение системы (2.10) имеет вид ( ) ,01 =σP  а тогда 

второе: ,020 =+ πϕ k  что невозможно при ,Z∈k  так как ] [.2,00 πϕ ∈  

 При выполнении 3) неразрешимо первое уравнение системы (2.10). 

 Пусть выполнено 4). Перепишем (2.10) в виде 

( )
( )11.2

.2ln

,ln

0

1

                                                                                        










+=

=

πϕλ

σ

k
B
A

B
AYP
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Из 4) следует, что либо второе из равенств (2.11) не имеет место каково бы ни было 

,Z∈k  либо неразрешимо (в силу (2.9)) первое уравнние из (2.11) при больших .0>Y  

 Пусть, наконец, выполнено условие 5). Первое из уранений (2.10) при больших 

0>Y  может иметь решение ( )Yσσ =  лишь в окрестности множества ,1N  но оно 

неразрешимо (при 0>Y ) в окрестности тех точек множества ,1N  для которых 

выполнено условие (2.9). Если же для 10 N∈σ  не выполнено (2.9), то в этой точке 

.12 qq ≥  На множестве решений первого уравнения системы (2.10) второе уравнение 

принимает вид ( )
( ) .2ln 0
1

2 πϕ
σ
σ k

B
A

P
P +=  Оно не разрешимо ни в одной достаточно малой 

окрестности точки ,0σ  так как его левая часть строго монотонна и (поскольку 12 qq ≥ ) 

имеет конечный предел при .0σσ →  Теорема доказана. 

3.4. Случай ( ) ( ) 0,01 ≠+≡ BACP   σ  

 Теорема 2.3.4. Пусть ( ) ( ) .0,01 ≠+≡ BACP   σ  Задача (1) � (2) является AK −∞  

задачей тогда и толька тогда, когда выполненяется хотя бы одно из двух условий: 

1) ( )( );Im,0,0 222 BACBA +=−=>+= βαβααβ            

2) ( )[ ] .2,0 22
2

22 













−
−==−≠

BA
PN βγφγσαβ       ,   

 Доказательство. Очевидно, ( ) .,0 2NY ∈∀≠∆ σσ    При ,2N∉σ  имеем 

( ) ( ) ( ){ } ( )
( ) ,exp
1

34

σ
σσσσ

P
PiYPP

Y
−=∆  значит ( ) .,0 43 NNY U∈≠∆ σσ    Наконец, при 

0432 NNNN =∉ UUσ  уравнне ( ) 0=∆ σY  равносильно системе 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )12.2
.,2arg

,0ln

4

3
2

4

3

                                                                            
Z     










∈+=

=

kk
P
PYP

P
P

π
σ
σσ

σ
σ

 

 Необходимость. Нарушение условий 1) и 2) означает, что либо ,02 == βα  либо 

( )[ ] .,0 22 φγσαβ ≠−≠ PN   В первом случае первое уравнение системы (2.12) является 
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тождеством ( ),\ 0NR∈σ  а во втором оно имеет решение ( )[ ].20 γσσσ −∈= PN  При 

этом ,00 N∉σ  так как ( ) ;002 ≠=γσP  ( ) ,003 ≠σP  так как в противном случае γiAC =  и 

тогда ;0=+ BA  аналогичо ( ) .004 ≠σP  Фиксируем, в первом случае любое ,00 N∉σ  а во 

втором ( )[ ].20 γσσ −∈ PN  Положим 

( )
( )
( ) .

2arg

02

04

03

σ

π
σ
σ

P

k
P
P

YY k

+
==  При +∞→k  (или 

−∞→k ) имеем ( ) .00 =∆ σ
kY  

 Достаточность. Напишем первое из уравнений системы (2.12) в виде  

( ) ( ) ( )[ ] .02 221 =++ βσασ PBAP  Тогда очевидно, что это уравнение не имеет решений 

,0N∈σ  если выполняется хотя бы одно из условий 1) или 2). Теорема доказана. 

3.5. Случай ( ) ( ) 0,02 ≠+≡ BACP    σ  

 Теорема 2.3.5. Пусть ( ) ( ) .0,02 ≠+≡ BACP    σ  Для того, чтобы задача (1) � (2) 

была AK −∞  задачей, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось одно из условий: 

1) ;0ImIm >+ CBC  

2) 0ImIm =+ CBC  и для ,430 NN U∈∀ σ  либо ( ) ( ) ( ) 0
~~11 0403

43 <



 −+ + σσ PPqq  либо 

( ) .043 >+ BqAqC   

(Напомним, что ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )σσσσσσσσ iBPCPiAPCPPP j
q

j
j +=−=−= 430 ,,~     ).  

 Доказательство. В данном случае уравнение ( ) 0=∆ σY  не имеет решений в 

,431 NNN UU  так как при ( ) 0,1 ≠++=∆∈ CYBAN Y σσ    при ;
C

BAY +>  если ,3N∈σ  

то есть ( ) ,0=− σiAPC  то ( ) 0≠+ σiBPC  (так как 0≠+ BA ) и 

( ) ( )
( ) ( ){ } ;0exp ≠+=∆ σ
σ

σσ iYP
iP

iBPC
Y  если ,4N∈σ  то есть ( ) ,0=+ σiBAPC  то 

( ) 0≠− σiAPC  (так как 0≠+ BA ) и ( ) ( )
( ) .0≠−=∆
σ

σσ
iP

iAPC
Y  
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 При 431 NNN UU∉σ  уравнение ( ) 0=∆ σY  равносильно системе уравнений 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )13.2
.0arg

,ln1

                                                                                    











=
+
−

+
−=

σ
σ

σ
σσ

iBPC
iAPC

iBPC
iAPCYP

 

 Первое из уравнений (2.13) при +∞→Y  разрешимо лишь в окрестности множества 

43 NN U  при выполнении дополнительного условия ( )( ) ,04301 <− qqP σ  что равносильно 

( ) ( ) ( )( ),,0 04403343 σσ qqqqBqAqC ==<+         так как ,430 NN U∈∀ σ  

( )
( )
( ) ( ).11ln1

01

−=∨+=∞→
+
−

→
εεε

σ
σ

σ σσ
    

iBPC
iAPC

P
 ( )( )∨<∧∈⇔+= 01 0130 σσε PN  

    ( )( ) ( )( ) ,00 43010140 <−⇔>∧∈ qqPPN σσσ  так как .0 4343 qqqq +<=  Но 

( ) ,0030 =−⇔∈ σσ iAPCN  а тогда ( ) ( ) ,,0
2

0104 CA
C

Pq == σσ    и ( ) .00301 <⇒< CAqP σ  

Если же ( ) ,0040 =+⇔∈ σσ iBPCN  то получим .0<CB  Таким образом, если 

,430 NN U∈σ  то ( ) .043 <+ BqAqC  

 Теперь пусть 1+=ε  и ( ) .043 <+ BqAqC  Тогда, если ,30 N∈σ  то ( ) 001 <σP  и 

если ,40 N∈σ  то ( ) ( )( ) .00 430101 <−⇒> qqPP σσ  

 Второе уравнение системы (2.13), в свою очередь, равносильно условиям 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )14.2.0
~~0ImIm 43043

43                                      >−≡∧== + σσσσσσ PPPPCBCA qq  

 Действительно, в достаточно малых окрестностях точех множества ,43 NN U  

второе уравнение системы (2.13) может быть разрешимо тогда и только тогда, когда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,0ImIm0
~~0 43043

43 =+=∧>−⇔> + BACBAPPPP qq σσσσσσ  так как 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 0ImIm0Im0 1

______________

43 >++⇔>+−⇔> σσσσσ PBABACiBPCiAPCPP  и если 

( ) ,0ImIm >++ BACBA  то в малых окрестностях точех множества ,43 NN U  

( ) ( ) .0ImIm 1 ≠++ BAPBAC σ  Итак, имеем ( ) .0ImIm =+= BACBA   Докажим, что 

отсюда имеем .0ImIm == CBCA  Действительно, 
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( ) ( ),ReImImReReIm1ImIm 222 BAC
C

CACBCACBCA
CC

CBCABA +=+==  так как             

( ) ( ).ReImIm00Im.ImIm0Im 2 BAC
C

CABABACBCABAC +==⇒=−=⇒=+        По  

условию теоремы, ( ) ( ) ( ) ( ) .0ReIm00 >+++⇔≠+⇔≠+ BACBACBACBAC  Но у 

нас ( ) ( ) ,0Re0Im ≠+⇒=+ BACBAC  что и дает .0Im =CA  Таким образом, 

CABA ImIm =  .0Im == CB  Неравенство (2.14) имеет место хотя бы в одной 

полуокрестности точки ,0σ  только если в этой точки  ( )( ) ( ) ( ) .0
~~11 0403

43 ≥−+ + σσ PPqq  В 

соответствующей полуокрестности второе уравнение (2.13) выполняется тождественно. 

 Достаточность. Пусть выполнено условие 1). Тогда ,0ImIm >+ CBCA  а 

тогда второе уравнение (2.13), которое равносильно условиям 

( ) ( ) 0,0ImIm 43 >== σσ PPCBCA     неразрешемо. Следовтельно, 

( ) .,0,0 R   ∈∀≠∆>∀ σσYY  

 Пусть выполнено условие 2). Тогда если ( )( )4311430
qqNN +−+∧∈ Uσ  

( ) ( ) ,0
~~

0403 <× σσ PP  то в достаточно малой окрестности точки ,0σ  ( ) ( ) ,034 ≤σσ PP  а тогда 

второе уравнение (2.13) неразрешемо в этой окрестности. А тогда система (2.13) при 

+∞→Y  неразрешема. Значит, ( ) .,0,:0 00 R    ∈∀≠∆>∀>∃ σσYYYY   

 Пусть ( )( ) ( ) ( ) .0
~~11: 0403430

43 ≥−+∈ + σσσ PPNN qq
U  Тогд ( ) .043 >+ BqAqC  А тогда 

система (2.13) при +∞→Y  не имеет решения. Таким образом, 

( ) .,0,:0 00 R    ∈∀≠∆>∀>∃ σσYYYY  

 Необходимость. Если условия теоремы нарушены, то 

( )( ) ( ) ( ) ( ) .00ImIm,0
~~11: 430403430

43 ≤+∧==≥−+∈∃ + BqAqCCBCAPPNN qq   σσσ U  

Тогда как мы показывали, 0σ∃  такое, что хотя бы на одном из множеств ( )00
σδ

+U  и 

( )00
σδ

−U  второе уравнение (2.13) выполняется тождественно. Не нарушая общности, 

считаем, что на ( )00
σδ

+U  второе уравнение (2.13) выполняется тождественно. При −0δ  

достаточно мало, имеем ( )
( )
( ) ( ) [ [,,:ln1

00
1

0
∞+=









∈
+
− + YU

iBPC
iAPC

P
σσ

σ
σ

σ δ  а тогда 



 60

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ,0argln:, 100 0

=
+
−∧

+
−=∈∃>∀ +

Y

Y

Y

Y
YY iBPC

iAPC
iBPC
iAPCYPUYY

σ
σ

σ
σσσσ δ  а тогда 

( ) .0=∆ YY σ  Значит, что задача (1) � (2) не является AK −∞  задачей. Тем самым теорема 

доказана. 

3.6. Случай ( ) ( ) ( ) 0deg,0 12 >=≠+ σσ PconstPBAC    

 Теорема 2.3.6. Пусть ( ) ( ) ( ) .0deg,0 12 >=≠+ σσ PconstPBAC    Задача (1) � (2) 

является AK −∞  задачей тогда и только тогда, когда выполнены три условия: 

1) ( )( ) ( ) ( ) ;0~110\ 0501501210
1 <−+∧=⇒=∈∀ σσσ PPqNNN q  

2) [ ] ( )( ) ( ) ( ) ;0~~11 0501512020
51 <−+∨−≥⇒=∈∀ − σσσ PPqqqNPN qq  

3) ( )( ) ( ) ( ) .00~11 3050103430
1 >∨<−+⇒=∈∀ qPPNNN q σσσ U  

(Напоним, что ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )).,, 4
2

3543 σσσσσσσ PPPiBPCPiAPCP −=+=−=       

 Доказательство. 

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( ){ } ( )( )[ ].exp1

;,0,0 2

σσσ
σ

σ

σ

σσ

σσ

iAPCiYPiBPC
iP

C
BAYYCYBA

iPNY

iPNY

−−+=∆

+−≠>∀≠++=∆

∉

∈
    

 

 Если ,430 NN U∈σ  то 

( )( ) ( )( ) ,000 =−+ σσ iAPCiBPC  

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ,0exp1
0010

0
0 ≠−−+≥∆ σσσ

σ
σ iAPCYPiBPC

iPY  

Так как ( ) ( ) ,000 ≠+−− σσ iBPCiAPC  что следует из того, что ( ) .0030 ≠+∧∈ BACNσ  

 Пусть .\ 21010 NNN =∈σ  Тогда, если ,50 N∉σ  то есть ( ) ,005 ≠σP  то 

( ) ,0,00 >∀≠∆ YY  σ  так как ( ) ( ) .00 050 =⇒=∆ σσ PY  Если же ,50 N∈σ  то есть ( ) ,005 =σP  

то ( ) 0Im =+=−= BACBAα  и при  
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( )
( )
( ) ( ) 0,0:,arg21

0
0

0

02

=∆>∈







+
−+== σ

σ
σπ

σ kYkk Yk
iBPC
iAPCk

P
YY Z     

и поскольку ( ),∞→+∞→ kYk    задача (1) � (2) не может быть  AK −∞  задача. 

 Пусть теперь .03020100 NNNN UU=∉σ  Тогда уравнение ( ) 0=∆ σY  запишем в 

виде системы 

( )
( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )












∈=−

=

16.2.,2argln

15.2,ln1

4

3

4

3

1

2

4

3

1

                                                                 Z  

                                                                                                 

kk
P
P

P
P

P
P

P
P

P
Y

π
σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ
 

 Достаточность. Уравнение (2.15) при достаточно больших значениях 0>Y  

может иметь 4 решения лишь в окрестности (конечного) множества .0N  При 

010 N∈→σσ  уравнение (2.15) может переписать в виде  

( ) ( )[ ]
( )
( )

( ) .0,1ln~2
1

052
4

5

10
1

≠













+

−
= σ

σ
σ

σσσ
P

P
P

P
Y q     

Поскольку ( )
( )

( ),1ln 052
04

05 σ
σ
σ signP

P
Psign =


























+  то из условия 1) вытекает 

неразрешимость уравнение (2.15) в достаточно малой окрестности точки 0σ  при .0>Y  

Если ,020 N∈→σσ  то левую часть уравнения (2.16) запишем в виде 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )17.1.,1arg~

11~~
0

4

2

001
2

04

0302
521

                                           σσ
σ
σ

σσσσ
σσ →=−

−
+

−−
O

P
P

PP
OPP

qqq
 

Если ,512 qqq −≥  используя (2.17) и строгую монотонность левой части (2.16), 

получаем, что (2.16) неразрешио при любом Z∈k  в ( )0σδ
+U  и ( ),0σδ

−U  если 

−> 0δ достаточно мало, .512020 qqqN −≥∧∈σ  Если же 

( )( ) ( ) ( ) ,0~~11 0501020
51 <−+∧∈ − σσσ PPN qq  то неразрешимым в окрестности точки 0σ  при 

0>Y  является уравнение (2.15). Наконец, если 030 N∈σ  и ( )( ) ( ) ( ) ,0~11 0501
1 <−+ σσ PPq  то 
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при 00 >∧→ Yσσ  неразрешимо уравнение (2.15), что видно из неравенства 

( ) ( )
( )
( )

.01ln~2
1

2
4

5

10
1

<













+

−
=

σ
σ

σσσ P
P

P
Y q  

 Если же ,02030 >∧∈ qNσ  то 01 =q  и мы приходим к неразрешимости (2.16), 

снова используя монотонность и ограниченность левой части уравнения. 

 Необходимость. Пусть .05010 >∧∈ qNσ  Тогда ( ) ( ) 00402 ≠σσ PP  и выбирая 

kYY =  ( )Z∈k  из условия ( )
( )
( ) ,arg21

0

0

02

+∞→







+
−+=

σ
σπ

σ iBPC
iAPCk

P
Yk  получим 

( ) .00 =∆ σ
kY  Если же ( )( ) ( ) ( ) ,0~110, 05015010

1 ≥−+∧=∈ σσσ PPqN q   то правая часть (2.15) 

положительна хотя бы в одной полуокрестности точки 0σ  и при 0σσ →  в этой 

полуокрестности стремится к .∞+  

Левая часть (2.16) при этом также стремится к ∞+  или к .∞−  Решая уравнение (2.16) в 

этой полуокрестности, находим точки ( )0σσ →   k  и затем ( )
( )
( ) .ln1

1 k

k

k
k iBPC

iAPC
P

Y
σ
σ

σ +
−=  

Итак, ( ) .0=∆ kYk
σ  Если ( )( ) ( ) ( ) ,0~~11, 0501512020

51 ≥−+∧−<∈ − σσσ PPqqqN qq    то 

аналогично предыдущему случаю, можно найти последовательность решений 0σσ →k  

уравнения (2.16) и, подставляя их в правую часть (2.15), получить последовательность 

+∞→Ky  при этом ( ) .0=∆ kYk
σ  

 Ситуация в случае нарушения условия 3) вполне аналогична, так как если 

( )( ) ( ) ( ) ,0~110: 05012030
1 ≥−+∧=∈∃ σσσ PPqN q  то :00 >∃ δ  хотя бы на одной из множеств 

( )00
σδ

+U  и ( ),00
σδ

−U  ( )
( )
( ) .ln1

1

+∞→
+
−

σ
σ

σ iBPC
iAPC

P
 Кроме того,  

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ∞→








+
−−

+
−

σ
σ

σ
σ

σ
σ

π iBPC
iAPC

iBPC
iAPC

P
P argln

2
1

1

2  
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На том же множестве ( )00
σδ

+U  или ( ).00
σδ

−U  А тогда можно найти последовательность 

решений 0σσ →k  уравнения (2.15) и, подставляя их в правую часть (2.15), получить 

последовательность +∞→Ky  при этом ( ) .0=∆ kYk
σ  Тем самым теорема доказана. 

3.7. Случай ( ) ( ) ( ) 00deg,0 12 ≠≡∧>≠+ constPPBAC σσ   

 Теорема 2.3.7. Пусть ( ) ( ) ( ) .00deg,0 112 ≠=≡∧>≠+ constPPPBAC σσ   Тогда 

задача (1) � (2) является AK −∞  задачей тогда и только тогда, когда выполняется 

условие: 

1) 430 NN U∈∀ σ  либо ,02 >q  либо ( ) 0134 <− Pqq  и одно из условий: 

21) ,0≠AB  

32) ( ) .00 1 <−∧= PBAAB  

 Доказательство. В данном случае [ ] ( ) 0≠∆∧= σφ YPN  при 43 NN U∈σ  и при 

любом .0>Y  При 43 NN U∉σ  уравнение ( ) 0=∆ σY  равносильно системе (2.15) � 

(2.16). Поскольку нас интересует разрешимост этой системы при ,+∞→Y  то из (2.15) 

следует, что σ  можно искать либо в окрестности множества ,43 NN U  либо, в случае 

,0=AB  при .+∞→σ  Для разрешимости (2.15) при 0>Y  и ,430 NN U∈→σσ  

необходимо и достаточно выпольнение неравенства ( ) .0134 >− Pqq  Если это так, то в 

силу условия 1) имеем .02 >q  Но тогда уравнение (2.16) неразрешимо в ( )0σδ
+U  и 

( ),0σδ
−U  в силу ограниченности и строгой монотонности его левой части в ( )0σδ

+U  и 

( ).0σδ
−U  Итак, при 0≠AB  имеем [ ] .φ=∆YN  При ,0=AB  для разрешимости (2.15) при 

+∞→∧+∞→ σY  необходимо (и достаточно), чтобы ( ) ,01 >− PBA  что противоречит 

условию 3). 

 Пусть теперь условия теоремы нарушены. Тогда либо а) существует 

,430 NN U∈σ  причем ( ) ,00 1342 >−∧= Pqqq  либо б) выполнено условие 1), ,0=AB  и 

( ) .01 >− PBA  В случае а) разрешимо уравнение (2.16), причем оно имеет решения 

00 ±→σσ k  (левая часть в (2.16) � монотонная неограниченная функция при 
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00 ±→σσ k ). Подставляя kσ  в (2.15), находим +∞→kY  и ( )−kk Y,σ решение системы 

(2.15) � (2.16), то есть ( ) .0=∆ kYk
σ  В случае б) левая часть в (2.16) неограничена при 

0
\ σσ RR∈  (и непрерывна). Если ( )−∞→+∞→ kkk     ,σσ  решения (2.16) и 

( )
( ) ,ln1

4

3

1 k

k
k P

P
P

Y
σ
σ=  то ( ) ,0=∆ kYk

σ  причем ( )∞→+∞→ kYk     в силу условия 

( ) .01 >− PBA  Теорема доказана. 
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Глава III. Структура множества ( )PCBA ,,,τ  
 

§ 1. Постановка задачй. Примеы 
 В главе 1 мы получили критерий корректной разрешимости задачи (1) � (2) при 

фиксированном 0>Y  состоящий в выполнении условия ( ) .,0 R  ∈∀≠∆ σσY  В этой 

главе мы даём ответ на следующий вопрос. Пусть уравнение (1) и параметры 

C∈CBA ,,  в условии (2) фиксированы. При каких значениях параметра 0>Y  (ширина 

полосы) задача (1) � (2) корректна? Если ввести обозначение ( ) { :0,,, >= YPCBAτ  

задача (1) � (2) корректна в },π  то здесь дано описание структуры множества 

( ).,,, PCBAτ  

 Общий итог исследования, проведенного в этой главе, можно сфомулировать в 

виде следующей теоремы: 

 Теорема о структуре множества ( ).,,, PCBAτ  

Множество ( )PCBA ,,,τ  имеет всегда следующую структуру 

1. ( ) ;,,, φτ =PCBA  либо 

2. ( ) ] [ ;0,,0,,, 00 >= YYPCBAτ  либо 

3. ( ) ] [ ;0,,0,,, 0 >∞+= YPCBAτ  либо 

4. ( ) ,~\,,, ττ R=PCBA  где τ~  может быть  

 а) пустым; 

 б) конечным; 

 в) бесконечной последовательности, имеющей не более двух предельных точек: 

0  и .∞+  

Примеры 

 Пример 3.1.1. Для уравнения теплопровдности  

( ) ( ) ( )1.3,,
2

2

                                                                                               
x

yxu
y

yxu
∂

∂=
∂

∂  

задача  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2.3,,,0, 00
                                               R             ∈=+− ∫ xxudyyxuCYxuxu

Y
 

при ] [0,∞−∈C   некорректна каково бы ни было .0>Y  
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 Действительно, .1=−= BA  следовательно, 0=+ BA  и в силу теоремы 1.2.1.1. 

при ] [,,0 ∞+∈−=   CCB  задача (3.1) � (3.2) некорректна, .0>Y  

 Таким образом, для указанной задачи при указаном на C  условии, 

( ) .,,, φτ =PCBA  Однако, если ] [,0,∞−∉C  то по теореме 1.2.1.1. задача (3.1) � (3.2) 

некорректна, ,0>Y  а тогда ( ) .,,, +=RPCBAτ  

 Пример 3.1.2. Для уравнения Шродингера 

( ) ( ) ( )3.3,,,
2

2

                                                                                          
x

yxui
y

yxu
∂

∂=
∂

∂  

задача 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4.3,,3,0,2 00
                                               R             ∈=++ ∫ xxudyyxuYxuxu

Y
 

некорректна каково бы ни было .0>Y  Другими словами, ( ) .,,, φτ =PCBA  Однако 

задача 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5.3,,3,280,213 00
                        R             ∈=−−++ ∫ xxudyyxuYxuixui

Y
 

корректна при любом 63,0 ≠> YY   (см. Теорема 1.2.3.2.), а тогда 

( ) { } .63\,,, +=RPCBAτ  

 При исследовании поставленного выше вопроса, мы будем различать 

следующие случаи: 

1) Случай ( ) ;constPiP =≡σ  

2) Случай ( ) ;,0 constiPBA ≠=+ σ   

3) Случай ( ) ;,0,0 constiPCBA ≠=≠+ σ       

4) Случай ( ) ( ) ( ) ;,0,0 21 constPPBAC ≠≡≠+ σσ        

5) Случай ( ) ( ) ( ) ;,0,0 12 constPPBAC ≠≡≠+ σσ        

6) Случай ( ) ( ) ( ) .12 constPPBAC ≠+ σσ  

В каждом из перечисленных случаев указана структура, которую может иметь 

множество ( ),,,, PCBAτ  а затем приведены примеры, покаывающие, что все 

перечисленные в теореме варианты возможной структуры множества ( )PCBA ,,,τ  

встречаются в конкретных задачах. 
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§ 2. Исследование множества ( ):,,, PCBAτ  Доказательство теоремы о структуре 

множества ( )PCBA ,,,τ  

2.1. Случай ( ) constPiP =≡σ  

 Теорема 3.2.1. Пусть ( ) .,, constPiPCBA =≡∧∈ σC  Тогд множество 

( )PCBA ,,,τ  имеет структуру одного из следующих типов:  

1) ( ) ;,,, 1 φττ ==PCBA   

2) ( ) ;,,, 2 +== Rττ PCBA  

3) ( ) ,~\,,, 3 τττ +== RPCBA  где множество τ~  либо является конечным, либо имеет 

одну предельную точку .∞+  

 Доказательство. 1) В случае ,0=+=+ CBPBA  имеем ( ) .0,0 >∀=∆≡∆ YYY   σ  

Следовательно, ( ) .,,, 1 φττ ==PCBA  

2) Если ,00 =∧>++ PCBA  то ( ) 0,0 >∀≠++=∆≡∆ YCYBAYY   σ  в случаях 0=C  и 

( ) ] [,0,0 ∞−∉+∧≠ BACC  а тогда ( ) .,,, 2ττ =PCBA  Если же ( ) ] [,0,∞−∈+ BAC   то 

0, ≠∆+−≠∀ YC
BAY    и при ,0 C

BAYY +−==  0
0
=∆Y  и приходим к тому, что 

( ) .,,, 3ττ =PCBA  

 3) Пусть .00,0 21 ≠∧=>+++ PPCBPBA    

 )31  Если 0=+ BA , то ( ).020
2

Z   ∈>=⇔=∆ k
P
kYY
π  При любом 

,,2
2

Z  ∈≠ k
P
kY π  имеем .0≠∆Y  Таким образом, ( ) .,,, 3ττ =PCBA  

 )32  Пусть ( )( ) .00 =+−∧≠+ BPCAPCBA  Тогда ,0,0 >∀≠∆ YY    что и дает 

( ) .,,, 2ττ =PCBA  

 )33  В случае ( )( )( ) ( ) ,0Im0 =+=−∧≠+−+ BACBABPCAPCBA  имеем 

.,arg210
2

Z  ∈





+
−+==⇔=∆ k

BPC
APCk

P
YY kY π  При любом { } ,0,\ ≠∆∈ + YkYY   R  и снова 

имеем ( ) .,,, 3ττ =PCBA  

 Действительно, в этом случае, ;BPCAPC +=−  при этом  
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( ) { } ( )[ ] { }

.,arg2

exp0exp1

2

2

2
22

Z  ∈







+
−+=⇔

+
−=⇔=−−+=∆

k
BPC
APCkiiYP

iBPC
iAPCiYPAPCiYPBPC

PY

π
 

Отсюда следует, что 0,arg21

2

2

2

=∆







+
−+==∀ Yk iBPC

iAPCk
P

YY   π  и при ,0, ≠∆≠ YkYY    и 

поэтому ( ) .,,, 3ττ =PCBA  

 )34  ( )( ) ( ) ( ) ( ) .0Im0Im,0 >++−∧=+−≠+− BACBABACBABPCAPC    

Тогда ,0,0 >∀≠∆ YY    так как при выполнении условия ,0≠+−− BPCAPC  

( ) ( ) ( ) ,0Im0Im >++−∧=+− BACBABACBA  у нас  

.00ln0 =+−−⇔=
+
−⇔=∆ BPCAPC

BPC
APC

Y  

 )35  ( )( )( ) ( ) .0Im ≠+−+− BACBABPCAPC  Тогда, если ( ) ,Im2 222
BA

BACP
−
+−=  то 

при ,arg,02
0

2

0

BPC
APC

P
kYY k +

−=>+== ϕϕπ    имеем 0=∆
kY  (т.к. BPCAPC +=− ) и при 

( ) 0,2

2

0 ≠∆∈+≠ Yk
P

kY    Z    ϕπ  и снова приходим к тому, что ( ) .,,, 3ττ =PCBA  

 Если же ( ) ,Im2
222

BA
BACP

−
+−≠  то ,BPCAPC +≠−  а тогда ;0,0 >∀≠∆ YY    

следовательно, ( ) .,,, 2ττ =PCBA  

 4) Пусть ( ) .01 ≠+++ PCBPBA  Тогда получаем  

 )41  .0=+ BA  В этом случае, ( ) { }[ ] .0,01exp1 >∀≠−+=∆ − YYPBPCPY    А тогда, 

( ) .,,, 2ττ =PCBA  

 )42  .0=+CBP  Тогда ,0,0 >∀≠+=∆ YBAY    и снова ( ) .,,, 2ττ =PCBA  

 )43  ( )( ) .00 =−∧≠++ APCCBPBA      В этом случае ( ) { } ,0exp ≠+=∆
P

YPBPC
Y  

0>∀ Y  и опять ( ) .,,, 2ττ =PCBA  

 )44  ( )( )( ) .0≠+−+ BPCAPCBA  Тогда 

{ } ( )5.3.exp                                                                           





+
−−+=∆

BPC
APCYP

P
BPC

Y  
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 Последний множитель в (3.5) обращется в нуль при выполнении двух условий: 

,arg,,20ln1
002

1








+
−=∈+=∧>

+
−=

BPC
APCkkYP

BPC
APC

P
Y ϕϕπ   Z        или инче 

.2ln0ln1
0

1

2

1
0 Zπϕ ∈









−
+
−∧>

+
−==

BPC
APC

P
P

BPC
APC

P
YY  

Если оба эти условия выполнены, то 0
0
=∆Y  и ,,0 0YYY ≠∀≠∆    что дает 

( ) ,,,, 3ττ =PCBA  а если хотя бы одно из них нарушено, получаем ,0,0 >∀≠∆ YY    что 

дает ( ) .,,, 2ττ =PCBA  Тем самым теорема доказана. 

 Пример 3.3.1.1. Для уравнения ( ) ( ) ( ) ,,,,,,, φτ ==
∂

∂ PCBAyxiu
y

yxu    если условие 

(2) имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) .,,,0, 00
R      ∈=+− ∫ xxudyyxuiYxuxu

Y
 

 Действительно, имеем ( ) ,,1, iCBAiiP ==−=≡     σ  и значит, .0,0 >∀≡∆ YY    

Пример 3.3.1.2. Для уравнения ( ) ( ) ( ) { } ,2\,,,,,,
1
∞

+==
∂

∂ πτ nPCBAyxiu
y

yxu R   если 

условие (2) имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) .,,,0, 00
R      ∈=−− ∫ xxudyyxuiYxuxu

Y
 

Действительно, имеем ( ) ,,1, iCBAiiP −==−=≡     σ  и значит, { }( ),exp12 iYY −≡∆  что 

дает результат. 

Пример 3.3.1.3. Для кравой задачи ( ) ( )yxiu
y

yxu ,, =
∂

∂   при краевом условии  

 

Имеем ( ) iPPiCBAiiP ≡≡===≡ 21 ,0,,1,         σ , что дает { } .0,0exp2 >∀≠≡∆ YiYY    

Тогда ( ) .,,, +=RPCBAτ  

 Пример 3.3.1.4. Для уравнения  ( ) 0, =
∂

∂
y

yxu  при краевом условии  

( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,0, 00
R      ∈=−+ ∫ xxudyyxuYxuxu

Y
 

Получаем ( ) { } .2\,,, +=RPCBAτ  Действительно, имеем ( ) ,1,1,0 −===≡ CBAiP     σ  и 

,202,0 ≠⇔≠−=++=∆>∀ YYCYBAY Y    а тогда ( ) { } .2\,,, +=RPCBAτ  
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2.2. Случай ( ) 0deg,0 >=+ σiPBA    

Теорема 3.2.2. Пусть ( ) .0deg,0 >=+ σiPBA    Тогда множество ( )PCBA ,,,τ  

имеет структуру одного из следующих трех типов: 

1) ( ) ;,,, 1 φττ ==PCBA  

2) ( ) ;,,, 2 +== Rττ PCBA  

3) ( ) ,~\,,, 3 τττ +== RPCBA  где множество τ~  имеет одну предельную точку, .∞+  

Доказательство.  В этом случае, имеем 

( )
( )

( ) ( ){ }[ ] ( )

( )





=

≠−+
=∆

.0,

,0,1exp

σ

σσ
σ
σ

σ
iPCY

iPiYP
iP

iBPC

Y

                                            

      
 

а) Если ( )[ ] ,φσ ≠+ iBPCN  то ( ) ,0,0 0 =∆>∀ σYY    если ( )[ ] ,0 σσ iBPCN +∈  а 

тогда ( ) .,,, 1 φττ ==PCBA  

б) Если ( )[ ] ,0=∧=+ CiBPCN φσ  то ( )[ ] .φσ =iPN  Если [ ] ,1 φ=PN  то 

( ) ,,0,0 R        ∈∀>∀≠∆ σσ YY  а тогда ( ) .,,, 2ττ =PCBA  Если же [ ] ,1 φ≠PN  то 

[ ] ( ) ( )
[ ] ( ) ( ) .,0,200,2

02
0

02
1010

R       ∈∀≠∆








∉∀∧=∆⇒>








∈∀
∈
∈

∈
∈

σσ
σ
πσ

σ
π

σσ

Y

PN
Zk

Y

PN
Zk P

kYY
P

kY UU  а 

тогда ( ) .,,, 3ττ =PCBA  

Если [ ] ,φ≠PN  то ( ) [ ].,0,0 00 PNYY ∈∀>∀=∆ σσ      Тогда ( ) .,,, 1ττ =PCBA  

в)  ( )[ ] .0≠∧=+ CiBPCN φσ  Тогда  

в1)  Если ( ) ,01 ≡σP  то при любом 0>Y   можно найти RZ ∈∧∈
YkYk σ  из 

условия ( ) ;2
2 Y

kP Y
kY

πσ =  тогда ( ) ,0=∆
YkY σ  следовательно, ( ) .,,, 1ττ =PCBA   

    в2)  Если ( ) ,01 =≠ constP σ  то ( ) ( ) ( ) { } .0\,200,0 21 Z    ∈=∧=⇔=∆>∀ kkYPPY Y πσσσ  

Таким образом, видно, что если [ ] [ ] ,21 PNPN ⊆  то ( ) ,0,,0 >∀∈∀≠∆ YY   R  σσ  а тогда 

множество ( )PCBA ,,,τ  имеет структуру ( ) .,,, 2ττ =PCBA  

Если же  [ ] [ ] ,\ 21 φ≠PNPN  то ( ) ( ) [ ] [ ] ,\,0/2 210020 PNPNPkYY k ∈>==∀ σσπσ    

( ) 0, 0 =∆∈ σ
kYk   Z  и при ( ) ( ) R    ∈∀≠∆≠ σσσ ,0,0 YkYY  и следовательно, 

( ) .,,, 3ττ =PCBA  Таким образом теорема 3.2.2. доказана. 

Пример 3.2.2.1. Для краевой задачи 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








∈=++−

∂
∂=

∂
∂

∫ ,,,2,0,

,,,

00

2

2

R   xxudyyxuYxuxu

x
yxu

y
yxu

Y
 

( ) .,,, φτ =PCBA  Действительно, уравнение  ( ) ( )
2

2 ,,
x

yxu
y

yxu
∂

∂=
∂

∂  является уравнением 

теплопроводности и ] [,,02,2,011 ∞+∈===+−=+ CBCBA      и в силу теоремы 1.2.1.1 

полученная задача является некорректной, каково бы ни было ,0>Y  а тогда имеем 

( ) .,,, φτ =PCBA  

Пример 3.2.2.2. Для краевой задачи 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








∈=++−

+
∂

∂=
∂

∂

∫ ,,,,0,

,,,,

00

2

2

R   xxudyyxuiYxuxu

yxu
x

yxui
y

yxu

Y
 

( ) .,,, +=RPCBAτ  Действительно, имеем ( ) ( ) ( ) .,11 2
21

2 σσσσσ −≡≡⇔+−≡ PPiiP    

Кроме того,  

( ) ( ) ( ){ }[ ] ( ) .00
1

11exp1,0.,1 12

22

=⇒=
−

−−+−=∆>∀==−= σ
σ

σσσ P
i

YiiiYiCAB Y       

Но ( ) ( ).011 R   ∈∀≠≡ σσP  Тогда ( ) .0,,0 >∀∈∀≠∆ YY   R  σσ  Следовательно,  

( ) .,,, +=RPCBAτ  

Пример 3.2.2.3. Для краевой задачи 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








∈=+−

+
∂

∂=
∂

∂

∫ ,,,,0,

,,,,

00

2

2

R   xxudyyxuiYxuxu

yxiu
x

yxu
y

yxu

Y
 

( ) { } .2\,,, 1
+∞
=+= nnPCBA πτ R  Действительно, имеем ( ) ,,02 R  ∈∀≠+−≡ σσσ iiP  

.0=+ BA   

( ) ( ){ }[ ]
.,20

,2001exp 2
2

22

N    

Z  

∈=∧=⇔

∈=∧=⇔=
−

−−=∆

nnY

kkY
i

iY
Y

πσ

πσ
σ
σσσ  

Таким образом, { } ( ) { } ( ) .,0,200,2 11 R      ∈∀≠∆∉∀∧=∆∈∀ +∞
=

+∞
= σσππ YnYn nYnY  Значит, что 

( ) { } .2\,,, 1
+∞
=+= nnPCBA πτ R  
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2.3. Случай ( ) constiPCBA ≠=≠+ σ    ,0,0  

Теорема 3.2.3. Пусть ( ) .,0,0 constiPCBA ≠=≠+ σ     Тогда множество 

( )PCBA ,,,τ  имеет структуру одного из следующих пят типов: 

1) ( ) ;,,, 1 φττ ==PCBA  

2) ( ) ;,,, 2 +== Rττ PCBA  

3) ( ) ] [ ;0,0,,, 003 >== Y, YPCBA   ττ  

4) ( ) ] [ ;0,,,,, 004 >∞+== YYPCBA   ττ  

5) ( ) ,~\,,, 5 τττ +== RPCBA  где  множество τ~  либо является конечным, либо 

имеет не более двух предельных точех: 0  и .∞+  

Доказательство. В данном случае, 0≠AB  и  

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )















−=∈+=

=
⇔=∆

−

−

7.3.arg,,2

6.3,ln
0

00
1

2

1
1

                           Z  

                                                                      

B
AkkYP

B
AYP

Y

ϕϕπσ

σ
σ  

 Рассмотрим сначала два специальных случаях: 0=−= BAα  или ( ) .01 ≡σP  

 I. ( ) [ ] [ ] ( ) ,,,,\.0,0 2211 ττφσα =⇒==≠= PCBAPNPNconstP       так как при 

( ) ,01 ≠σP  не удовлетворяется уравнение (3.6), а при ( ) ( ) ,021 == σσ PP  то есть ( ) ,0=σiP  

имеем ( ) .0≠+=∆ BAY σ  Если [ ] [ ] { },...,,,\ 2121 qPNPN σσσ    =  то при  

( ) τ
σ
ϕπ ~2

2

0

1

=











 +∈ +

≤≤
∈

R
Z

IU
jqj

k P
kY  имеем [ ] φ≠∆YN  и при τ~∉Y  имеем ( ) .,0 R  ∈∀≠∆ σσY  

При этом, очевидно, что множество τ~  имеет единственную предельную точку .∞+  В 

данном случае ( ) .,,, 5ττ =PCBA  

II. ( ) .01 ≡= σα P  Уравнение (3.6) удовлетворяет при любых .0 R∈∧> σY  Для 

( ) ( ) .,,,2:,0 1
0

2 ττϕπσσ =⇒
+=∈∃∧∈∃>∀ PCBA

Y
kPkY Y

YYY ZR   

3. Если ( ) ,0,0 1 ≡≠ σα P   то уравнение (3.6) не имеет решение .R∉σ  А тогда 

( ) .,,, 2ττ =PCBA  

4. Пусть теперь ( ) .01 =≠ constP σα  Введем множества : 
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( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ).,,,

;,
/ln

2:,,;0:

12121

0

2

1
12111

PPPkPP

k
BA

k
P
PPPPkPRP

k
ααα

ααα
ϕπ

σ
σσσασ

ℵ⊂ℵ=ℵ

∈






 +=ℵ∈=ℵ>∈=ℵ

∈ Z

Z            

U

 

Если ( ),, 210 PPασ ℵ∈  то ( ).,,: 21000 PPkk ασ ℵ∈∈∃ Z  Положив ( ),/ln 010 σP
B
AY =  получим 

00 >Y  (т.к. ( )10 Pασ ℵ∈ ) и ( ) 000
=∆ σY  (так как удовлетворяются уравнения (3.6) � (3.7)). 

Следовательно, ( ).,,,0 PCBAY τ∉  Обратно, если ( ),,,,0 0 PCBAY τ∉<  то система (3.6) � 

(3.7) при 0YY =  имеет при некотором Z∈= 0kk  решение .0 R∈σ  Значит,  

( ) ( )

( ) ( ) ( )









+=+=

=ℵ∈

,
/ln

22

,/ln,

0100

0

00
02

01010

BA
Pk

Y
kP

P
B
AYP

σϕπϕπσ

σσ α   
 

и поскольку ( ) ,001 ≠σP  то ( ) ( ).,,, 212100 PPPPk αασ ℵ⊂ℵ∈  Таким образом 

( ) ,~\,,, ττ +=RPCBA  где ( ) ( ) .,:
/ln~

21
1 








ℵ∈= PP
P

BA
ασ

σ
τ  Итак, исследование множества 

( )PCBA ,,,τ  сводится к исследованию множества .~τ  Выясним структуру множества 

( )., 21 PPαℵ  Очвидно, множество ( )1Pαℵ  представляет собой конечное (может быть 

пустое) объединение непересекающихся конечных или бесконечных интервалов. При 

фиксированном значении k  множество ( )21,, PPkαℵ  может быть а) пустым; б) 

конечным; в) совпадать с ( ),1Pαℵ  последнее возможно лишь в случае  

( ) ( ) ( ) .,
/ln

2 10
2 Z   ∈+= k

BA
PkP σϕπσ  

Если имеет место последний случай при некотором ,0 Z∈= kk  то ( ) ( )., 121 PPP αα ℵ=ℵ  

Легко видеть, что для множества ( )21, PPαℵ  возможен один из вариантов а) � в). И 

кроме того, это множество может быть последовательностью, предельные точки 

которой либо бесконечны ( ∞+∞−   , ), либо содержатся в множестве [ ].PN  Но тогда 

множество φτ =~  (в случае а)), или τ~  конечно (в случае б)), или τ~  последовательность, 

предельными точками которой могут быть либо 0  или .∞+  Из этих трех случаев 

множество ( ) ττ ~\,,, +=RPCBA  имеет структуру 2τ  или .1τ  
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 Если же ( ) ( ),, 121 PPP αα ℵ=ℵ  то при ( ) φα =ℵ 1P  мы снова имеем ( ) ,,,, +=RPCBAτ  

при ( ) R=ℵ 1Pα  имеем либо ] ] ( ) ] [∞+=∧= ,,,,,0~
00 YPCBAY ττ  (тип 4τ ), либо 0

~ Y=τ  (при 

( ) constP ≡σ1 ). Если ( )1Pαℵ  содержит бесконечный интервал, отличный от ,R  то один 

из концов этого интервала есть точка множества [ ]1PN  и значит ,~
+=Rτ  а тогда 

( ) .,,, φτ =PCA  Если же ( ) φα ≠ℵ 1P  и состоит из коненого числа конечных интервалов 

(их концы принадлежат множеству [ ]),1PN  то [ [ ( ) ] [00 ,0,,,,~ YPCBAY =∧∞+= ττ  то есть 

имеет тип ).3τ  Тем самым, теорема доказана. 

 Пример 3.2.3.1. Рассмотрим краевую задачу 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )







∈=+

+
∂

∂=
∂

∂

.,,0,

,,,,

0

2

2

R    xxuYxuxu

yxu
x

yxui
y

yxu
 

Имеем 

( ) ( ) ( ){ } ( ) .001exp,0,1,1 1
22 =⇒=+−+=∆∧===+−≡ σσσσσ PYiBACBAiiP Y        Но 

( ) .,011 R  ∈∀≠≡ σσP  Значит, ( ) ,,0,0 R    ∈∀≠∆>∀ σσYY  а тогда ( ) .,,, +=RPCBAτ  

 Пример 3.2.3.2. Для краевой задачи 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )







∈=+

+
∂

∂=
∂

∂

,,,0,

,,,,

0

2

2

R    xxuYxuxu

yxiu
x

yxu
y

yxu
 

Имеем ( ) ,0,1,2 ===+−≡ CBAiiP     σσ  и при любом ( ) ( ){ }YiY Y
2exp0,0 σσ −⇔=∆>    

( ) ,,12001 0N  ∈+=∧=⇔=+ nnY πσ  значит, что ( ){ } ( ) 00,:12 0 =∆∈+∈∀ YnnY   Nπ  и 

( ){ } ( ) ,,0,:12 0 R    N ∈∀≠∆∈+∉∀ σσπ YnnY  что и дает ( ) ( ){ } .12\,,, 1
+∞
=+ += nnPCBA πτ R  

Пример 3.2.3.3. Для краевой задачи 

( ) ( )

( ) ( ) ( )







∈=+
∂

∂=
∂

∂

,,,0,

,,,

0

2

2

R    xxuYxuxu
x

yxui
y

yxu
 

имеем 1== BA  и в силу теоремы 1.2.3.2 указанная задача некорректна каково бы ни 

было ,0>Y  что и дает ( ) .,,, φτ =PCBA  
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Пример 3.2.3.4. Рассмотрим краевую задачу 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )







∈=+









+

∂
∂+

∂
∂−=

∂
∂

.,,0,2

,,2,,,

0

4

4

2

2

R    xxuYxuxu

yxu
x

yxui
x

yxu
y

yxu
 

Имеем ( ) ( ) .1,2,2 42 ==++≡ BAiiP     σσσ  При любом ,0>Y  

( ) ( )( ){ } ( ) ( ) ( )
( ) ( ) .,212ln22ln

,2122ln02exp2

2

4

2

4242

Z  

Z  

∈+=+∧=⇒

∈+=+∧=⇔=∆∧+++=∆

kkY

kkYYiY YY

π
σ
σ

σ

πσσσσσσ
 

 Решая уравнение ( ) ,,212ln2
2

4

Z  ∈+=+ kk π
σ
σ  найдем две последовательности 

{ }kσ  и { } ,kσ ′  такие, что .022 +→′∧+∞→ kk σσ  Полагая ,2ln2ln
22

k
k

k
k YY

σσ ′
=′∧=  получаем 

( ) ( ) { } { } ,0 kkkYkY YYY
kk

′∉∀∧=∆=∆ ′ Uσσ  система 







∈−+
=

Zππ
σ
σ

σ

22ln2
,2ln

2

4

2Y
 неразрешима, 

следовательно, ( ) ,,0 R  ∈∀≠∆ σσY  и получаем ( ) ,~\,,, ττ +=RPCBA   где τ~ - множество, 

имеющее две предельные точки: 0  и .∞+  

 3.2.3.5. Рассмотрим краевую задачу 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )







∈=+
∂

∂+
∂

∂−=
∂

∂

.,,0,2

,,,,

0

4

4

2

2

R    xxuYxuxu
x

yxui
x

yxu
y

yxu
 

Имеем  

( ) ( )
( ) ( ){ } ( ){ }

( ) .,212ln0

exp2exp
.030,0.0,1,2,

42

42
0

42

Z    

           

∈+=∧=⇔=

++=+=∆

≠=+=∆>∀===+≠

≠

kkYY

iYiYPBA
BAYCBAiiP

Y

Y

πσσ

σσσσ
σσσ

σ  

Решая уравнение ( ) ,,212ln2 Z  ∈+= kk πσ  найдем одну последовательность { } ,2
kσ  

такую, что .2 +∞→kσ  Полагая ,2ln
2
k

kY
σ

=  получаем ( ) ,2ln0 2
k

kY Y
k σ
σ ≠∀∧=∆  система 
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( )





∈+=

=

Z   kkY
Y

,21
,2ln

4

2

πσ
σ

  неразрешима. Следовательно, ( ) ,,0 R  ∈∀≠∆ σσY  и получаем 

( ) ,~\,,, ττ +=RPCBA   где { }0~ +→= kYτ - множество, имеющее одну предельную точку: 

.0   

 3.2.3.6. Рассмотрим краевую задачу 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )







∈=+

+
∂

∂+−=
∂

∂

.,,0,

,,,71,

0

2

2

R    xxuYxuxeu

yxiu
x

yxui
y

yxu π
 

Имеем  

( ) ( ){ } ( )
( )

( ) .1226
,21711

071exp

2

22

22

+=−⇒

∈+=∧=+⇔

=∆∧+++=∆

kk
kkYY

Yie YY

σ
σσ

σσπσσ
Z   

Уравнение ( ) Z  ∈+=− kkk ,1226 2σ  имеет решение тогда и только тогда, когда 

( )( ) ,,02612 Z  ∈>−+ kkk  то есть для { } .2,1,0   ∈k  Отсюда 






∈

2
5,

4
3,

6
1     σ  и получаем (c 

учетом ( )21/1 σ+=Y ) ( ) .
7
6,

7
4,

7
2\,,,







= +     RPCBAτ  

 3.2.3.7. Для краевой задачи  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )







∈=+−

+
∂

∂=
∂

∂

,,,0,

,,,,

0

2

2

R    xxuYxuxeu

yxu
x

yxu
y

yxu
 

имеем ( ) ( ) .110.0,1,,12 e,YCBeAiP Y −=±∆>∀==−=+−=           σσ  При ,1±≠σ  

( ) ( ){ } ( ) .
1
101exp 2

2

σ
σσσ

−
=⇔=∆∧−+−=∆ YYe YY  Но 010

1
1

2 >∀⇒<⇔>
−

Yσ
σ

 

( ) .01, ≠∆⇒>∈∀∧ σσσ Y  R  Посколку [ [,,11:
1
1

2 ∞+=






 <
−

σ
σ

 то ,1≥∀ Y  

] [ ,
1
1:1,1 2

Y
Y Y

σ
σ

−
=−∈∃  следовательно, ( ) .0=∆ YY σ  Если же ,1<Y  то ,1: <∈∀ σσ R  
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,
1
1

2σ−
≠Y  а тогда ( ) .1:,0 <∈∀≠∆ σσσ R  Y  Следовательно, ( ) R  ∈∀≠∆ σσ ,0Y  и 

приходим к тому, что ( ) ] [.1,0,,, =PCBAτ  

 3.2.3.8. Для краевой задачи  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )







∈=−









−

∂
∂







 +−=

∂
∂

,,,0,2

,,,
2ln

41,

0

2

2

R    xxuYxuxu

yxu
x

yxu
y

yxu π
 

имеем ( ) ( ) .0,1,2,1
2ln

41 22 =−==+−+= CBAiiP       σπσσ  

( ) ( )

( ) ( )

.
1

2ln2

,21
2ln

42ln1

0
2ln

411exp2,0

2

22

2

σ
Y-k

kkYY

YiY Y

+
=∧=⇒

∈=+−∧=+⇔

=






















 −+−=∆>∀

Z  

  

πσπσ

πσσ

 

Поскольку ] ],2ln,0:
1

2ln
2 =







 ∈
+

Rσ
σ

 то ] ] ( ) ( )R      ∈∀≠∆∉∀ σσ 0,2ln,0 YY  и 

] ] ( ) .0:,2ln,0 =∆∈∃∈∀ YYYY σσ R    Следовательно имеем ( ) ] [.,2ln,,, ∞+=PCBAτ  

2.4. Случай ( ) ( ) ( ) constPPBAC ≠≡≠+ σσ 21 ,0,0      

Теорема 3.2.4. Пусть ( ) ( ) ( ) .,0,0 21 constPPBAC ≠≡≠+ σσ      Тогда множество 

( )PCBA ,,,τ  имеет структуру одного из следующих четырех типов: 

1) ( ) ;,,, 1 +== Rττ PCBA  

2) ( ) ;,,, 2 φττ ==PCBA  

3) ( ) { } ;\,,, 03 YPCBA +== Rττ  

4) ( ) ,~\,,, 4 τττ +== RPCBA  где τ~ - множество, имеющее одну предельную точку: .∞+  
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 Доказательство. Если [ ] ( ) ] [,0,20 ∞−∈+∧≠∈ BACPN φσ  то ( ) ,000
=∆ σY  

C
BAY +−=0  и ( ) .0, 00 ≠∆≠∀ σYYY    При ( ) ] [,0,∞−∉+ BAC  имеем ( ) ,0,0 >∀≠∆ YY   σ  

[ ].2PN∈∀ σ  Если [ ] [ ] ,φσ ≠+−∈ BPCNAPCN I  то ( ) 0,0 >∀≠∆ YY   σ  (так как в этом 

случае из условия ( ) 0≠+ BAC  имеем ( ) [ ] [ ] φσ =+−≠ BPCNAPCNP I  ,02  и 

( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( )( )[ ]σσσ
σ

σ 222
2

exp1 iPCiYPiPC
PY −−+=∆ ). Таким образом, при [ ]APCN −∈σ   

[ ] [ ] ,BPCNPN +UU  ( ) 0≠∆ σY  либо при всех значениях ,0>Y  при всех значениях 

,0>Y  кроме .0YY =  Пусть теперь [ ] [ ] [ ] .BPCNAPCNPN +−∉ UUσ  Тогда уравнение 

( ) 0=∆ σY  равносильно системе 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )




∈+=
+=−

9.3,,2
8.3,

02

22

                                                                              Z  
                                                                                 

kkYP
iBPCiAPC
πσϕσ

σσ
 

где ( ) ( )
( ).arg

2

2
0 σ

σσϕ
iBPC
iAPC

+
−=  Уравнение (3.8) (относительно )σ  равносильно уравнению 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )10.3.0Im22
22

2                                                     =






 ++− BACPBAP σσ  

Если уравнение (3.10) не имеет решений [ ],\ 2PNR∈σ  то множество ( )PCBA ,,,τ  имеет 

либо структуру ,1τ  либо структуру .3τ  Если уравнение (3.10) имеет конечное число 

решений { } [ ],\...,,, 221 PNp R   ⊂σσσ  то ( ) 0=∆ jYkj
σ  где 

( )
( ) .

2

2

0

j

j
kj P

k
Y

σ
πσϕ +

=  Поэтому 

( ) { },\,,,
,...,1

kj

k
pj

YRPCBA
Z∈
=

+= Uτ  что дает структуру .4τ  

 Если, наконец, уравнение (3.10) является тождеством, то фиксируя произвольно 

,0>Y  мы можем найти ( ) RZ ∈=∧∈ kYk ,σσ  так, что  

( )( ) ( )( ) ( )11.3.2,, 0
2                                                                

Y
k

Y
kYkYP πσϕσ =−  

Поскольку при +∞→σ  левая часть (3.11) непрерывна и стремится к ∞+  или к .∞−  В 

этом случае ( ) .,,, φτ =PCBA  Тем самым теорема доказана. 
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 Пример 3.2.4.1. Рассмотрим краевую задачу 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








∈=−+

∂
∂=

∂
∂

∫ .,,,0,2

,,,

00

2

2

R   xxudyyxuYxuxu

x
yxui

y
yxu

Y
 

( ) ( ) ( ) .3,00,0030 3 ≠∀≠∆=∆⇒−=∆ YY YY      

( ) ( ) { }[ ]

{ } ,121
1

21exp

021exp11

0

22
2

2
2

0

222
20

≠

≠≠

+=−⇒
+
−=−⇔

=+−−+=∆

σ

σσ

σσ
σ
σσ

σσσ
σ

σ

ii
i
iiY

iiYiY

 

что невозможно. Значит ( ) .0,0
0

>∀≠∆
≠

YY   σσ  Получаем ( ) { } .3\,,, +=RPCBAτ  

 Пример 3.2.4.2. Рассмотрим краевую задачу 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








∈=++

∂
∂=

∂
∂

∫ .,,,0,2

,,,

00

2

2

R   xxudyyxuYxuxiu

x
yxui

y
yxu

Y
 

Имеем ( ) ( ) 02Im,021 >=+≠+=+ BACiBAC    и в силу теоремы 1.2.3.2, ( ) =PCBA ,,,τ  

,~\τ+R   где τ~ - множество имеющее одну предельную точку, .∞+  

 Пример 3.2.4.3. Для краевой задачи 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








∈=++

∂
∂=

∂
∂

∫ ,,,,0,

,,,

00

2

2

R   xxudyyxuYxuxu

x
yxui

y
yxu

Y
 

имеем ( ) ( ) 0,0Im,1 ≠+=−=+=== BACBABACCBA      и в силу теоремы 1.2.3.3, 

( ) .,,, φτ =PCBA  

  Пример 3.2.4.3. Для краевой задачи 



 80

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








∈=++

∂
∂=

∂
∂

∫ ,,,,0,

,,,

00

2

2

R   xxudyyxuYxuxiu

x
yxui

y
yxu

Y
 

Имеем ( ) ( ) .0,2Im,0 =−=+≠+ BABACBAC      Тогда в силу теоремы 1.2.3.3, имеем 

( ) .,,, +=RPCBAτ  

2.5. Случай ( ) ( ) ( ) constPPBAC ≠≡≠+ σσ 12 ,0,0  

 Теорема 3.2.5. Пусть ( ) ( ) ( ) .,0,0 12 constPPBAC ≠≡≠+ σσ  Тогда множество 

( )PCBA ,,,τ  имеет структуру одного из следующих типов: 

1) ;1 φτ =  

2) ;2 +=Rτ  

3) ] [ ;0,,0 003 >= YY   τ  

4) ] [ ;0,, 004 >∞+= YY   τ  

5) ,~\5 ττ +=R  где τ~ - множество, состоящее из одной или двух точех. 

 Доказательство. Если [ ],10 PN∈σ  то ( ) CYBAY ++=∆ 0σ  и при ( ) 0/ <+ CBA  

имеем ( ) ,000
=∆ σY  где 

C
BAY +−=0  и ( ) 00 ≠∆ σY  при .0YY ≠  Если же ] [,0,∞−∉+

C
BA  то 

( ) .0,00 >∀≠∆ YY   σ  Далее, как и в предыдущей теореме при [ ] [ ]BPCNAPCN +−∈ Uσ  

имеем ( ) ,0≠∆ σY  при всех .0>Y  Рассмотрим [ ] [ ] [ ] .10 BPCNAPCNPNN +−=∉ UUσ  

Тогда  

( ) ( )
( )
( ) ( )

( )
( ) ( )










∈=+
+
−

+
−=

⇔=∆
13.3.,02arg

12.3,ln1

0

1

1

1

1

1

                                         Z  

                                                      

kk
BPC
APC

BPC
APC

P
Y

Y

π
σ
σ

σ
σ

σ
σ  

Уравнение (3.13) равносильно выполнению уравнения 

( ) ( ) ( )[ ] ( )14.30ImIm 11                                                              =++ BAPBACP σσ  

и условия 

( ) ( ) ( ) ( )15.3.0ReRe 2
11

2                                                          >−−− σσ PBAPCBAC  

Если уравнение (3.14) не имеет решения [ ],1PN∉σ  то ( ) 0≠∆ σY  при [ ] .0,1 >∀∉ YPN   σ  

Поэтому ( )PCBA ,,,τ  имеет вид ( ) +== R2,,, ττ PCBA  или вид .5τ  Если уравнение 

(3.14) имеет конечное число решения { } [ ] ,,1,,...,,,
_____

121 pjPNjp =∉        σσσσ  то 



 81

( ) 0Im ≠+ BAC  и ( ) ( ) ,
Im

Im
1 BA

BACP j
+−=σ  и подставляя jσσ =  в правую часть (3.12), 

найдем единственное решение ( )
( )
( ) .ln1

1

1

1
0

j

j

j BPC
APC

P
Y

σ
σ

σ +
−

=′  Если 00 >′Y  и то же jσσ =  

выполняется условие (3.15), то ( ) .0
0

=∆ ′ jY σ  Получаем, что ( )PCBA ,,,τ  может иметь 

либо структуру ,5τ  либо ( ) .,,, 2 +== Rττ PCBA  

 Если уравнение (3.14) является тождеством ( )( ),0ImIm ==+ BABAC  то найдем 

те значения ,R∈σ  для которых выполняется условие (3.15). Если условие (3.15) не 

имеет решений ,R∈σ  то снова уравнение ( ) 0=∆ σY  может иметь решения лишь при 

[ ],1PN∈σ  что дает структуру 2τ  или .5τ  Если уравнение (3.15) выполняется при любых 

значениях ,R∈σ  то рассмотрим множество 

( )
( )
( ) .,ln1~

0
1

1

1
+









∉
+
−= R   IN

BPC
APC

P
σ

σ
σ

σ
τ  

Имеем ( )
( )

( )
( )σ
σ

σ
σ

1

1

1

1

BPB
APC

BPB
APC

+
−≡

+
−  (так как 0≠+ BA  и условия (3.14) и (3.15) 

выполняются тождествнно). 

Если ,0 φ=N  то ( ) ( )
( )
( ) ( )RC

BPC
APC

P
f ∈

+
−=

σ
σ

σ
σ

1

1

1

ln1  и ( ) .,0 R  ∈∀≠ σσf  Кроме того, 

( ) .0lim =
+∞→

σ
σ

f  Таким образом, либо φτ =~  (если ( ) ),0lim −=
+∞→

σ
σ

f  а тогда множество 

( )PCBA ,,,τ имеет структуру  ,2τ  либо ] ] 0,,0~
00 >= YY   τ  (если ( ) ),0lim +=

+∞→
σ

σ
f  а тогда 

множество ( )PCBA ,,,τ имеет структуру .4τ  Этот же результат имеет место, если 

[ ] ( ) .010 >+−∧≠= BACPNN φ  

 Если [ ] ,\ 100 φ≠= PNNN  то либо +=Rτ~  (это будет, если 

( ) ),lim:
0

00 +∞=∈∃
→

σσ
σσ

fN  а тогда множество ( )PCBA ,,,τ имеет структуру  ,1τ  либо 

φτ =~  (это возможно лишь если ( ) ),lim,
0

00 −∞=∈∀
→

σσ
σσ

fN    а тогда, очевидно, что 

( ) .,,, 2 +== Rττ PCBA  

 Пусть теперь [ ] [ ] .\, 101 φφ ≠≠ PNNPN    Утверждаем, что либо [ ] ,φ=− APCN  либо 

[ ] .φ=+ BPCN  Действительно, если это не так, то пуст [ ] [ ] ,, 21 BPCNAPCN +∈−∈ σσ    

причем 1σ  и 2σ  такие, что ] [ [ ] .\, 1021 φσσ =PNNI   Тогда имеем  
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( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).0;0ln 211
1

1 −→+∞→+→







−∞→

+
− σσσσσσ

σ
σ               fP

BPC
APC  

Если положим ( )
( ) [ ]

[ ]





∈+−

∉
=

,,

,,

1

1

PN
C

BA
PNf

g
σ

σσ
σ

         

             
 то получаем, что ( ) ] [( )., 21 σσσ Cg ∈  

Кроме того, ( ) ,,0 R  ∈≠ σσg  (так как ( ) ( )
( ) ( ) ,0010 1
1

1 =+⇔≠∧=
+
−⇔= BAP

BPC
APCg σ

σ
σσ  

и по условию ).0≠+ BA  ( ) ] [( )21,σσσ Cg ∈  и ( ) ( ) ] [210
00

,
21

σσσσσ
σσσσ

∈∃⇒−=
−→+→

gsigngsign  

( ) ,0: 0 =σg  что есть противоречение того, что ( ) .,0 R  ∈∀≠ σσg   Итак, имеем либо 

[ ] [ ] ,\ 10 PNNAPCN =−  либо [ ] [ ] .\ 10 PNNBPCN =+  Из того, что ( ) ,,0 R  ∈∀≠ σσg  если 

( )( ) ( )∞→+→ σσ   0f  то имеем ,~
+=Rτ  а тогда ( )PCBA ,,,τ  имеет структуру ;1τ  если 

же ( )( ) ( ),0 +∞→−→ σσ   f  то либо ,~ φτ =  либо [ [.,~
0 ∞+′= Yτ  Из структуры функции 

( )σg  видно, что  

( )( ) ( ) [ ] ] [( ) ] [( ) .,,:\,0 211021 −⊆∞+∞−∈∃⇒+∞→−→ R  σσσσσσ ffPNNf U  

Обозначим 

] [ ] [ [ ].\~,~,~, 101

1

1
21 PNNjjj

m

j
∈= +

−

=
σσσσσ      U  

Случай φτ =~  возможен лишь, если ( )( ) ( ∧+→−∞→−=∀ 0~,1,1
________

jfmj σσσ       

)0~
1 −→ +jσσ  и в этом случае, ( )PCBA ,,,τ  имеет структуру .2τ  Случай [ [∞+′= ,~

0Yτ  

возможен если { } ( )( ) ( )0~0~:
100

1
10 −→∧+→+∞→∈∃

+

−
jj

m fjj σσσσσ      и этом случае, 

( )PCBA ,,,τ  имеет структуру .3τ  

 Теперь, пусть условие (3.15) имеет место не для всех R∈σ  и обозначим через 

RR ≠~  подмножество ,R  на котором условие (3.15) имеет место. Поскольку 

( ) 0Im
_________

11 ≡





 +− BPCAPC  (так как ( ) ),0ImIm ==+ BABAC  то 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

⇔>
+

+−⇔>−−− 00ReRe 2
1

_____________

112
11

2

σ
σσσσ

BPC
BPCAPCPBAPBACC

( )( ) ( )( ) 011 >+− σσ BPCAPC  и поэтому R~  можно записать ] [,,~
1

jj

m

j
ba

=
= UR  где 
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{ } [ ].\,, 10 PNNba jj U∞+∞−∈    Поскольку ( ) ( )R    ∈∀≠ σσ 0f  и ( ) ] [ ,,1,,
_____

mjbag jj =∈   σ  

то не существует  ] [ [ ] [ ] ,:~, BPCNAPCN +∈∧−∈⊆ βαβα R  то есть ,,1
____

mj =∀  если 

{ } ,, ∞±∉jj ba   то либо [ ],, APCNba jj −∈  либо [ ]., BPCNba jj +∈  Отсюда и из того, что 

( ) ( )R    ∈∀≠ σσ 0f  следует, что 
] [

( ) .,,1
,

____
constfsignmj

jj ba
≡=∀ σ   Пусть { } { } .,

1
φ=∞±

=
I

m
jjj ba   

Тогда если 
] [

( ) ,1,,1
,

____
−≡=∀ σfsignmj

jj ba
  то ,~ φτ =  а тогда ( ) .,,, 2ττ =PCBA  Если 

] [
( ) ,1:

00 ,
0 +=∃ σfsignj

jj ba
 то ( )( ) ( ),00

00
−→∧+→+∞→ jj baf σσσ     а тогда [ [∞+′= ,~

0Yτ  и 

отсюда, заключаем, что ( )PCBA ,,,τ  имеет структуру .3τ   

 Пусть { } { } .,
1

φ≠∞±
=
I

m
jjj ba   Тогда ( )( ) ( ,0 −∞→→ σσ   f  если { } ),

1
m
jjj ba
=

∈∞−    

или ( )( ) ( ,0 +∞→→ σσ   f  если { } ).,
1

m
jjj ba
=

∈∞+    Если ( )( ) )( +∞→∨−∞→+→ σσσ   0f  

(в зависимости от того, что { } m
jjj ba
1

,
=

∈∞−    или { } ),,
1

m
jjj ba
=

∈∞+    то ,~
+=Rτ  а тогда 

( )PCBA ,,,τ  имеет структуру .1τ  

 Теперь, если при { } m
jjj ba
1

,
=

∈∞−    ( )( ) ( )−∞→−→ σσ   0f  и при { } m
jjj ba
1

,
=

∈∞+    

( )( ) ( ),0 +∞→−→ σσ   f  то получаем, как и в предыдущем, что либо ,~ φτ =   либо 

[ [∞+′= ,~
0Yτ , а тогда ( )PCBA ,,,τ  имеет либо структуру ,2τ  либо структуру .3τ  Теорема 

доказана. 

Примеры 

 Примеры 3.2.5.1. Для уравнения теплопроводности ( ) ( ) ,,,
2

2

x
yxu

y
yxu

∂
∂=

∂
∂  

рассмотрим следующие задачи: 

а)  ( ) ( ) ( ) ( ) .,,,0, 00
R     ∈=++ ∫ xxudyyxuYxuxu

Y
 

Имеем ( ) ( ) ,0ImIm,0,1,2 ==≠+===−≡ CBCABACCBAiP               σσ  ,2
2

−=+− BA  

  ( ) .2/ −=+− CBA  Тогда в силу теоремы 1.2.1.4. полученная задача корректна при 

любом .0>Y  Другими словами, ( ) .,,, +=RPCBAτ  

б) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,,20, 00
R     ∈=−− ∫ xxudyyxuYxuxu

Y
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Имеем ( ) ( ) ,01,0ImIm,1,2,1,2 <−====+−==−=−≡ CACBCABACBCAiP            σσ  

.0
2
1/1,02 <−=<−>= BACB     Тогда в силу теоремы 1.2.1.4. полученная задача 

является некорректной каково бы ни было .0>Y  Другими словами, ( ) .,,, φτ =PCBA  

 в) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,,
2
10, 00

R     ∈=−− ∫ xxudyyxuYxuxu
Y

 

Имеем ( ) ( ) ===−=+−==−=−≡ ACCBCABACBCAiP            ,0ImIm,
2
1,

2
1,1,2σσ   

( ) .0
2
1,12/,0

2
1,01 2 >=+−−<−=>=<−

C
BACBACB         Тогда в силу теоремы 1.2.1.4. 

полученная задача является корректной тогда и только тогда, когда, 

( ) ,
2
1

20 =+−=<
C

BACYY  что и равносильно тому, что ( ) .
2
1,0,,, 



=PCBAτ  

 г) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,,20, 00
R     ∈=−+− ∫ xxudyyxuYxuxu

Y
 

Имеем ( ) ,0,0,0ImIm,1,2,1,2 <>===+=−==−≡ CBCACBCABCAiP       
C

BA-       σσ   

.0
2
1/1 <−=<− BA  А тогда в силу теоремы 1.2.1.4. полученная задача является 

корректной тогда и только тогда, когда, ( ) ,120 =+−=>
C

BACYY  следовательно 

( ) ] [ .,1,,, ∞+=PCBAτ  

 е)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,5,0,2 00
R     ∈=−+− ∫ xxudyyxuiYxiuxu

Y
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) { } ( )[ ]

( ) ( )
( )

( )
( ) .,2arg0ln0

25exp251
.,5,,2.0,05120

2
0

222
20

2

Z   

          

∈+
+
−=∧

+
−=−⇔=∆

∧−−−−+−
−

=∆

−=−=−==>∀≠−+−=∆

≠

≠

kk
iBPC
iAPC

iBPC
iAPCY

iYii

iPiCiBAYYii

Y

Y

Y

π
σ
σ

σ
σσσ

σσσ
σ

σ

σσ

σ

σ  

Последнее равенство означает, что ( )
( )

( )
( ) ,0Re0Im,0 >

+
−∧=

+
−=

σ
σ

σ
σ

iBPC
iAPC

iBPC
iAPCk    или, 

иначе, ( ) .0134024 222 <−∧=− σσσ  Отсюда .22 =σ  Теперь из равенство 
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( )
( ) ,ln2

σ
σσ

iBPC
iAPCY

+
−=−  имеем ( ) .02

2
5ln

00 =±∆∧== YYY  Кроме того, ( ) ,0≠∆ σY  

.,0 R  ∈∀≠∀ σYY  Таким образом, ( ) .
2
5ln\,,,






= +RPCBAτ  

2.6. Случай ( ) ( ) ( ) 0deg,021 >=≠+ PconstPPBAC   σσ  

Теорема 3.2.5. Пусть ( ) ( ) ( ) 0deg,021 >=≠+ PconstPPBAC   σσ . Тогда множество 

( )PCBA ,,,τ  имеет структуру одного из следующих трех множеств: 

1) ;1 +=Rτ  

2) ,~\2 ττ +=R  где τ~  либо конечно, либо имеет не более двух предельных точек: 0  и 

.∞+  

3)  ,~\3 ττ +=R  где τ~ - множество, имеющее конечное число точек. 

Докаказательство. Если [ ] ,φ≠PN  то [ ] ( ) ., 00 CYBAPN Y ++=∆∈∀ σσ     Если 

( ) ,0<+ BAC  то ( ) ,000
=∆ σY  где ( )

20
C

BACY +−= , и ( ) .,0 00 YYY ≠∀≠∆   σ  Если 

( ) ] [,0,∞−∉+ BAC  то ( ) .0,00 >∀≠∆ YY   σ  Поскольку ,0≠+ BA  если 

[ ] [ ] ,φ≠+− BPCNAPC U  то [ ] [ ] ( ) .0,0, 00 >∀≠∆+−∈∀ YBPCNAPCN Y     σσ U  При 

[ ] [ ]21 \ PNPN∈σ  так чтобы ( ) ( ),σσ iBPCiAPC +≠−  имеем ( ) 0≠∆ σY  при ,0>∀ Y  а 

при ( ) ( )σσ iBPCiAPC +=−  получаем ( ) ,0=∆ σY  если ( )
( )
( )







 +
+
−∈

σ
σ

σ iBPC
iAPC

P
Y arg1

1

 

] [ ] [ ] .,\,2 21


∈∈ Z    kPNPNk σπ  Множество в правой части этого соотношения имеет 

единственную предельную точку, .∞+   

 Если [ ] [ ] ,\ 12 PNPN∈σ  то ( )[ ] φσ ≠∆YN  быть может лишь для ( )×=
σ1
1

P
Y  

( )
( ) ( )( ).0ln 2
1

1 =
+
− σ

σ
σ P

BPC
APC      

 Теперь рассмотрим [ ] [ ] [ ] [ ] .210 BPCNAPCNPNPNN +−=∉ UUUσ  При ,0N∉σ  

уравнение ( ) 0=∆ σY  равносильно системе 
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( )
( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( ) ( )










∈







+
−+=

=
+
−=

17.3.,arg21

16.3,ln1

2

1

                                                      Z  

                                                                       

k
iBPC
iAPCk

P
Y

f
iBPC
iAPC

P
Y

σ
σπ

σ

σ
σ
σ

σ
 

(3.16) � (3.17) ⇒  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )18.3.arg

2
1

2                                                    Z∈







+
−−≡

σ
σσσ

π
σ

iBPC
iAPCfPg  

Обозначим 

( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ } .,:,,

;0:

121

1

Z    ∈=ℑ∈=ℑ
>∈=ℑ

kkgPPPk
fRp

σσ
σσ

 

Если ( ) ( ) ,,,, 211 Z   ∈∀=ℑ∨=ℑ kPPkp φφ  то множество ( )PCBA ,,,τ  имеет, 

очевидно, структуру указанную в теореме. 

 Если ( ) { },..,,,,, 2121 p
k

PPkm σσσ    
Z

Z =ℑ=
∈
U  то положив ( ) ,,1,

____
pjfY jj ==   σ  имеем 

( ) ____
,1,0 pjjYj

==∆ σ  и при ( ) ,,0,,1 0

____
NpjYY Yj ∉∀≠∆






 =≠∀ σσ           что и дает для 

( )PCBA ,,,τ  указанную структуру. 

 Если Zm  совпадает с некоторой последовательностью { }kσ , то предельными 

точками этой последовательности могут быть лишь точки множества [ ] { } ,1 ∞±UPN  что 

видно из определения функции ( ).σg  Тогда из (3.16) получаем, что множество 

( ){ }kk fY σ=  может иметь своими предельными точками лишь 0  и .∞+  Это вновь 

приводит к указанной в теореме структуре множества ( ).,,, PCBAτ  Тем самым теорема 

доказана. 

Примеры 

 Примеры 3.2.6.1. Рассмотрим краевую задачу 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








∈=++

∂
∂+−=

∂
∂

∫ .,,,0,

,,1,

00

2

2

R     xxudyyxuYxuxu

x
yxui

y
yxu

Y
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Имеем ( ) ( ) ( ) .0,020,1,1 2 >∀≠+=∆===+= YYCBAiiP Y       σσ  При ,0≠σ  имеем 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ } ( )[ ]
( )
( )

( )
( ) .
11
11ln

11
11arg2

0111exp11
1
1

2

2
2

2

2
2

222
2

σ
σσ

σ
σπσ

σσσ
σ

σ

i
iY

i
ikY

iYii
iY

++
+−=∧

++
+−+=⇔

=−+++++
+

=∆

    
 

Последнее равенство невозможно, ,0>∀ Y  так как ( )
( ) .,1
11
11

2

2

R  ∈∀<
++
+− σ

σ
σ

i
i  

Следовательно, ( ) .0,,0 >∀∈∀≠∆ YY   R  σσ  Таким образом, ( ) .,,, +=RPCBAτ   

Примеры 3.2.6.2. Рассмотрим краевую задачу 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








∈−<=++

∂
∂−−=

∂
∂

∫ .,1,,,0,

,,1,

00

2

2

R       xAxudyyxuYxuxAu

x
yxui

y
yxu

Y
 

Имеем ( ) ( ) ( ) 010.1,1 2 ≠++=++=∆−=== YACYBAiiPCB Y    σσ  при .1 AY −−≠  

( ) ( ){ } ( ){ }
( )

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }[ ].11exp111
1
1

1
11exp1exp

222
2

2

2
2

0

−−−++−
−

=

−
−−+−+=∆

≠

σσσ
σ

σ
σσσ σ

YiiiA
i

i
YiYiAY

 

( )
( )
( )

( )
( )










∈
−+
−−+=−

−+
−−=

⇔=∆
≠

.,
11
11arg2

11
11ln

0

2

2
2

2

2
2

0

Z   k
i
iAkY

i
iAY

Y

σ
σπσ

σ
σσ

σ σ  

( )
( )

( )[ ] ( )[ ]
( )

( ) ( )( ) ( )[ ],111
1
1

1
1111

11
11

2222
224

224

22

2

2

σσσσ
σσ

σσ
σσ

σ
σ

AiAA

iiA
i
iA

++−+−
++

=

++
++−−=

−+
−−

 

Значит, ( )
( )

( )
( ) 2

2

2

2

11
11Re

11
11Im

σ
σ

σ
σ

i
iA

i
iA

−+
−−∧

−+
−−  не меняют знаки, а тогда можно писать 

( )
( )

( )
( )( ) ( ).

11
1arctan

11
11arg 422

2

2

2

σϕ
σσσ

σ
σ
σ =

−−+
+=

−+
−−

AA
A

i
iA   А тогда  
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( ) ( )
( ) ( ) .
11
11ln

2
10 2

2

0
Z∈=








+

−+
−−−⇒=∆

≠
k

i
iA

Y σϕ
σ
σ

π
σ σ  В силу того, что ( ) R  ∈≤ σπσϕ ,

2
 

и ( )
( ) ,
11
11ln 2

2

−∞→
∞→

−+
−−

Ai
iA
σ
σ  заключаем, что для достаточно больщих { } :,...,,, 10 Z   ⊂∃ pkkkA  

уравнение   

( ) ( ) ( )
( ) 






 ==








−+
−−+−=

____

2 ,0
11
11ln

2
1 pjk

i
iAg j    σ
σσϕ

π
σ  

разрешимо и { },...,,, 10 pkkkk    ∉∀  уравнение ( ) Z∈= kg σ  не имеет решения. Поскольку 

( ) ( ) ( )−=′∧≠ σσσ qgconstg  рациональная функция ( )( ) ( )σσ gconstq   ,0=≠  не имеет 

более конечное число точек локального экстремума. А тогда { }pj    ...,,1,0∈∀  уравнение 

( ) jkg =σ  имеет не более конечного числа решений и, если обозначим через { } −mkσ  

решение уравнения ( ) ,jkg =σ  то, положив ( )
( ) 2

2

2 11
11ln1

mk

mk

mk
mk i

iAY
σ
σ

σ −+
−−=  находим, что 

( ) 0=∆ mkYmk
σ  и ( ) R    ∈∀≠∆≠∀ σσ ,0, YmkYY  и приходим к тому, что 

( ) { } .1,\,,, 1 ≥= =+ mYPCBA m
ll   Rτ   

Примеры 3.2.6.3. Рассмотрим краевую задачу 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








∈−<=++

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

∫ .,1,,,0,

,,,,

00

4

4

2

2

R       xBxudyyxuYxBuxu

x
yxui

x
yxu

y
yxu

Y
 

Имеем ( ) ( ) ( ) ,010.1,122 ≠++=++=∆==−= YBCYBACAiiP Y     σσσ  если 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }[ ].1exp1111
1

1.1 222222
220

−−++−−
−

=∆+−≠
≠

σσσσσσ
σσ

σ σ iYiBi
i

BY Y   

( )
( )
( ) ( )

( )
( )










∈
−+
−−+=

=
−+
−−−=

⇔=∆
≠

.,
11
11arg2

,
11
11ln1

0

22

22
4

22

22

2

0

Z   k
iB

ikY

f
iB

iY

Y

σσ
σσπσ

σ
σσ
σσ

σ
σ σ  

( )[ ] ( ) ( )[ ][ ] ( )( )224222
_______________________

2222 111111111 σσσσσσσσσσ BiBBiiBi −+=−−+−−=+−++−−  

( ) 42

42

42

42
48

1
1Re

1
1Im1

σσ
σσ

σσ
σσσσ

iBB
i

iBB
iBiB

+−
−+∧

+−
−+

⇒++−  не меняют знаки при 

R∈∀ σ  и поэтому можем писать  
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( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )( ) .

11
1arctan

11
11ln

2
1

11
11arg

11
11ln

2
1

822

4

22

22
2

22

22

22

22
2









−−+

++
−−
−+−=










−−
−+−

−−
−+−=

σσσ
σ

σσ
σσσ

π

σσ
σσ

σσ
σσσ

π
σ

BB
B

iB
i

iB
i

iB
ig

 

( ) ( ) ( ) .lim +∞=∧∈
+∞→

σσ
σ

gCg R  Пусть ( ) ( ){ } [ [.,:inf 00 ∞+=∈⇒= mggm R
R

σσσ  Таким 

образом, [ [,,0 ∞+∈∀ mk IZ  уравнение ( ) kg =σ  разрешимо и в силу того, что ( )σg  

имеет не более конечного числа локальных эктремумов, уравнение ( ) kg =σ , 

[ [∞+∈ ,0mk IZ    имеет конечное число решений { } ,1
km

lkl =σ  причем ∞→klσ  при .+∞→k  

Положив ( ) ,,1,
_____

kklkl mlfY ==   σ  получим ( ) .0=∆ klYkl
σ  Обозначим { } .~

____
,1,

kl
mlk

Y
k=∈

=
 Z

Uτ  Тогда 

( ) 0:,~ =∆∈∃∈∀ YYYY σστ R  и ,~τ∉∀ Y  система  

( )
( )
( )








∈
−−
−++=

=

Z   k
iB

ikY

fY

,
11
11arg2

,

22

22
4

σσ
σσπσ

σ
 

неразрешима. Следовательно, ( ) .,0 R  ∈∀≠∆ σσY  Таким образом, получаем 

( ) ,~\,,, ττ += RPCBA  где τ~ - множество, имеющее одну предельную точку, ,0  так как 

( ) 0+→klf σ  при .+∞→k  

Примеры 3.2.6.4. Для краевой задачи 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )








∈=++−−

∂
∂+−=

∂
∂

∫ ,xxudyyxuiYxuxu

x
yxui

y
yxu

Y
R    ,,1,40,

,,1,

00

2

2

 

имеем ( ) ( ) ( ) ( ) ,0150.1,4,1,1 2 ≠++−=++=∆+=−=−=+= YiCYBAiCBAiiP Y        σσ  

.0>∀ Y   

( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( )( )[ ]

( ) ( ){ }[ ].11exp411

111exp411
1
1,0

2
1

222
2

222
20

σσσ
σ

σσσ
σ

σ σ

+++−=

++++−+
+

=∆≠





±∆

≠

Yi

iYii
iYY   
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( )

( )




























−∉+





−∈

=
−
++=

−
+=

⇔=∆
≠

.
2
1,

2
1,12

,
2
1,

2
1,2

41
1arg2

,
41

1ln

0

2

2
2

2

2
2

0

σπ

σπ

σ
σπσ

σ
σσ

σ σ

  

  

k

k
kY

Y

Y  

Рассмотрим сначала случай, когда .
2
1>σ   

( ) ( ) ( ) +∞→∈







−

−
+=⇒=∆

>
σπ

σ
σ

π
σσ σ ggY    Z.

14
1ln

2
10 2

2

2/1
 при 

2
1±→σ  и на 

( )−






 >∈ σσσ g   R ,

2
1:  непрерывна. ( ) [ [ [ [ ,,,

2
1: 00 ∞+∈∀⇒∞+=






 > mkmg IZσσ  

уравнение ( ) kg =σ  разрешимо и если { } −=
kl
mmk 1σ  решение ( ) kg =σ , то 

2
1±→mkσ  при 

+∞→k  и положив ( ) .0
14

1ln1
2

2

2 =∆∧∞+→
−

+=
+∞→ mkYk

mk

mk

mk
mk mk

Y σ
σ
σ

σ
       При 

{ } ( ) ,
2
1:,0,

___
,1,

>∈∀≠∆∉∀
=∈

σσσ R      
 Z

Ymk
lmk

YY
k

U  так как в этом случае система  

( )






∈+=
−

+=

Z   kkY

Y

,12

,
14

1ln

2

2

2
2

πσ
σ
σσ

    неразрешимо, при ,
2
1: >σσ  что дает ( ) .

2
1,0 >≠∆ σσ   Y  

 В случае ,
2
1<σ  ( ) ( ) Z∈

−
+=⇒=∆

≠ 14
1ln

2
10 2

2

0 σ
σ

π
σσ σ gY  и аналогично случаю 

2
1>σ  находим { } ( )+∞→+∞→′′ kYY mkmk    :  так что при ,mkYY ′=  указанная задача 

некорректна и при ,mkYY ′≠  указанная задача корректна.  

 Таким образом, ( ) ,~\,,, ττ +=RPCBA  где τ~ - множество, имеющее одну 

предельную точку: .∞+  

Примеры 3.2.6.5. Для краевой задачи 
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k

k
k  ,112ln12ln1 σσ

σ
σσ  

( )( ).+∞→+∞→⇒ kkσ   

2) В случае ,1−<σ  ,012ln1
4

2 <⇒++=− kk σ
σ
σππ  а тогда 

{ } ( )( ) ( )( ).0,112exp
2
1 −∞→→′⇒−∞→+=′ kkOk kk σπσ    Положив k

k
kY σ

σ
+= 12ln1  и 

,12ln1
k

k
kY σ

σ
′+

′
=′  получаем ( )( ) ( )( )−∞→+∞→′+∞→+→ kYkY kk    ,0  и ( ) ,0=∆ kYk

σ  

( ) ,0=′∆ ′ kYk
σ  и { } { } ( ) ,,0, R      ∈∀≠∆′∉∀ σσYkk YYY U  что и дает ( ) ,~\,,, ττ += RPCBA  где 

τ~ - множество, имеющее две предельные точки: 0  и .∞+  
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